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(CC216)
Folha de trabalho n. 2

Légica Proposicional: sistemas dedutivos

Os exercicios marcados com Treino sao para realizar nas aulas de treino e nao serdo usados nas apre-
sentacoes de trabalhos. Todas as dedugoes devem usar o sistema de dedugao natural DN e a notagao de
Fitch dada nas aulas.

Observagoes para a obtencao de uma dedugao duma férmula ¢

e Se a formula ¢ for uma implicacao v — 6, supor ¥ e deduzir #; aplicando de seguida a regra da
introdugao da implicagao.

e Por reducao ao absurdo: supor —¢ e deduzir F. Caso haja uma negacao — nas premissas, poder-
se-4 deduzir v para obter F.

e Suponhamos que uma das premissas é ¢ V 1 e se pretender deduzir . Podemos: supor ¢ e deduzir
v, supor ¥ e deduzir «; aplicando de seguida a regra de eliminacao da disjuncao.

e Suponhamos que uma premissa é —¢ e pretendemos obter F : podemos tentar obter ¢ e aplicar a
regra da introdugao de F .

Notar que cada passo da dedugao tem de ser obtido por aplicacao duma regra ou ser uma repetigao
duma férmula ja deduzida ou uma premissa.

1 Treino Indica se as seguintes dedugoes sao véalidas. Em caso afirmativo indica as regras usadas
em cada passo. Se nao for valida indica qual o passo em que nao estd correcta e se existe uma
dedugao correcta com as mesmas premissas e conclusao.
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2 Mostra que:
(a) Treino § — (¢ — ), b, - —¢;
(b) Treino (§ A —¢) — ¢, =), 6 - ¢;

(¢) Treino ¢ V ¢ =>4 V ¢;

(d) F (0= ¢) = (26 = =) = (¢ = ¥));

(e) Treino b (§ — (¢ — ¥)) — (¢ — (5 — ¥));
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(1 Treino F (¢ — §) — ((— qS — ) = 9);
F((¢—06) —=6) = ((6 = ) = ¢);
((¢%5) (6—=9) = (¢ V 5) = (¢ A 9));

6, —¢ (5 — 9);
(n) Treino k- (6 — ¢) = (=0 V &);
(6= ¢) = ((-0 = ¢) = ¢);
= (b = @) = 0) = 0)
(¢ —=6) = 6) = ((0 = ¢) = ¢);

(¥ V @) = (=¥ — 9));
V ) — 8,0 — =5V b;

=
o
=
=
b A 6= —6,h— 5,0, F —;
=
(G
F@—=¢) 2@ VYV 9
=

(w) F((((¢ = ¢) = (=0 = =7)) = 0) = 0) = (6 = 8) = (v = 8));
x) W=0) A(o=UV)E@W A d) V(Y A —9);

V) W=8) V(=1 FE®—=7) Vv (6—e);

(z) vE(@ A @)V (¥ V o)

Nota: Caso uses regras derivadas, terds que as mostrar separamente.

3 Indica quais das seguintes dedugoes sao validas e quais nao sao validas:

)
() ¢ A = =00 =) A (0= 9);
(c) =(=6 V ¢) Fd;
(d) o Vi,V opFd V ¢
) (0 = Y)Y — 6

)

)

)

4 Treino Justifica a validade ou falsidade de cada uma das afirmacgoes seguintes, apresentando de-

monstracoes ou contra-exemplos:

(a) se k1, entdo d1,...,0, F

(b) se d1,...,d, F 1, entdo F ;

(c) se 01,02 F 1, entdo da, 01 F 95

(d) se 01,02 F ¢ — 1 e §1,02 - ¢, entdo 01, s F ;
(e) se 01,00 F ¢ — 1p e 61 F ¢, entdo 1,02 F 95
(f)
(8)
(h)

f) se §1,00 ¢ — Y e b1 F ¢, entdo §; - ¥
g) se 01 - ¢ — P e ds - ¢, entao 1,02 F

h) se §,6 -1 se e s6 se 6 - 1.

5 Mostra sem usar a completude de DN que:
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(a) Treino —(d; A d3) 1= =6y V —do
(b) Treino —(d; V d2) 4+ =01 A —do;
(¢) Treino d; — 02 " =01 V do;
(d) Treino —(dy — d2) 4 d1 A —dg;
=01 A G b1 V o
=01 A —dy 61 — O
1 A G071 V b

A =dg B =(d1 A 82);
¢A¢)A5+¢/\(¢/\5);
YV ) VAV (VD)

[§]

)
)
)
)
(e)
(f)
(g) &
(h) ¢
(i) (
() (
(k) Treino —(—d; A —d3) - 81 V do;
D o= A ) A5 A @) —6);
(m) &1 — 6o "= (01 A —d);
M d—=od(@—=>0 V) A5V ) —e)
(0) 61 A by A (=61 V —da);
(P) 0=0) A (p—=0)4-(0V ¢) = (5 A ¢);
(@) (6= 9) I (=9 — —0);
(r) (§=0) A (p—=8) 0V @)= (0 A @)
() 6 A (6 V )4 (6 A 6) V(9 A )
() (6 V 1) =64 (6 0) A (1 0)
W BV A GV ) SV (A )
V) 6 (b A 6) A (6 8) A (6 0)
6 Completa a demonstragao do teorema da integridade do sistema de dedugao natural, verificando

que se existe um passo p em que a férmula nao é consequéncia seméntica das premissas assumidas
em p esse passo nao pode resultar da aplicacao das seguintes regras:

(
(

(a) AT
(b) ANE
(¢) VI
(d) VE
(e) I
(f) -E

7 Treino Um conjunto de férmulas % diz-se formalmente completo se para qualquer férmula § se
tem

YFdouX k=6

Mostra que um conjunto de férmulas da loégica proposicional ¥ é formalmente completo se e sé se
para qualquer varidvel proposicional p se tem:

YFpouXhk —p

Sugestao: usa inducao estrutural nas férmulas da légica proposicional.

8 Mostra, sem usar a completude de nenhum sistema de dedugao, que qualquer que seja o conjunto
de férmulas da légica proposicional ¥ e § uma férmula, se tem:

(a) Se X F —d entdo X U {d} é inconsistente.
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(b) X =6 se esbése X U{—d} ndo é satisfazivel.
(¢c) BU{-0}FF seesése ZF 4

9 Justifica a veracidade ou a falsidade das afirmagoes seguintes. Caso a afirmacao seja falsa, poderas
apresentar um contra-exemplo.
(a) Sendo ¥ um conjunto de férmulas da 16gica proposicional, sdo equivalentes:
1. ¥ é inconsistente.
2. ¥ F 6 qualquer que seja a férmula d da légica proposicional.
(b) Sendo ¥ e T dois conjuntos de férmulas da 1dgica proposicional, sdo equivalentes:

1. X UT é satisfazivel.
2. ¥ U{d} é satisfazivel qualquer que seja a férmula § € T

(¢) Sejam X e T' dois conjuntos de férmulas da légica proposicional . Entao
{0 | 2UTHFO}={0|2F}U{d|TF 6}
10 Sejam X e I" conjuntos de férmulas da légica proposicional tais que para qualquer férmula ¢ se tem
YFooul k4.

(a) Mostra que X UT é nao satisfazivel.

(b) Mostra que um dos conjuntos ¥ ou I' nao é satisfazivel.
11 Seja X UT um conjunto de férmulas do 16gica proposicional, tal que para toda a féormula § se tem
DN i) se e sO se I'ké.

Justifique a validade ou a falsidade de cada uma das afirmagoes seguintes, apresentando demons-
tracoes ou contra-exemplos:

(a) Seja d1,...,0, é uma dedugdo de uma férmula ¢ a partir do conjunto X. Entao d1,...,d, é
também uma dedugao de § a partir de I'.

(b) Sejam T = {=6|5 € '} e §1,...,d, uma deducio de uma férmula § a partir do conjunto T,

entao —d1, ..., 0, é uma dedugao de = a partir do conjunto de hipéteses I';

(c) X é satisfazivel se e s6 se I é satisfazivel.
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Introdugao Eliminagao
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