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1

Sistema de deducgao natural DN para a logica de 12 ordem

Observagoes para a obtencao de uma dedugao duma férmula ¢

Se a férmula ¢ for uma implicagao ¥ — 6, supor 1 e deduzir 6; aplicando de seguida a regra da
introdugao da implicagao.

Por reducao ao absurdo: supor ¢ e deduzir F. Caso haja uma negagdo — nas premissas, poder-
se-4 deduzir v para obter F.

Suponhamos que uma das premissas € ¢ V 1 e se pretender deduzir v. Podemos: supor ¢ e deduzir
v, supor ¥ e deduzir 7; aplicando de seguida a regra de eliminagao da disjungao.

Suponhamos que uma premissa é —¢ e pretendemos obter F : podemos tentar obter ¢ e aplicar a
regra da introducao de F .

Se uma premissa for Jx¢ e se pretende deduzir v. Podemos: com uma varidvel nova v supor ¢[v/z]
e deduzir v (sendo que em v v ndo pode ocorrer). Depois aplicar a regra da introdugao de 3.

Notar que cada passo da dedugao tem de ser obtido por aplicacao duma regra ou ser uma repeticao
duma férmula ja deduzida ou uma premissa.

1

2

Indica se as seguintes dedugoes sao validas. Em caso afirmativo indica as regras usadas em cada
passo. Se nao for valida indica qual o passo em que nao esta correcta e se existe uma dedugao
correcta com as mesmas premissas e conclusao.

1 | Vz(P(z) V Q(z)) 2 | 3z P(x)
2 u | P(u) V Qu) 3 v | P(v) 1
3 P(u

(u) 4 P(v) = Q(v) 2
4 | VzP(z) 5 Q(v) 3
5 | VaP(z) V VaQ(x) 6 |3z Q(x)

Usando o sistema de deducao natural para a légica de 12 ordem e sem usar a completude, mostra
em notacao de Fitch:

(a) Vz(R(z) N S(z)) FVz R(z) A VaS(x)

(b) Vz(R(z) — S(z)) F VzR(z) — VzS(x)

(¢) 3x(R(x) A S(z))F JzR(z) N FxS(x)

(d) Va(P(z) v Q(z)), Iz=Q(z),Vz(R(z) - —P(x)) - Iz-R(x)

(e) Va(P(z) = (Q(z) V R(x))),~3z(P(x) A R(x)) FVr(P(x) = Q(x))

(f) F23y(P(z,y) vV P(y,x)) - JaFyP(z,y)

(¢) Fz(P(x) A Q(x)),Va(P(z) = R(z ))FHSE( () N Qz))

(h) Vz(P(z) <> = = b) - P(b) N VaVy(P(x P(y) = = = y), onde ¢ <> ¢ é uma abreviatura
dep e

(i) Jz(P(x) A Vy(P(y) =y =x)) - VaVy((P(z) A Py)) =z =y)

)
() VeP(a,z,2),Vavyvz(P(z,y,2) = P(f(x),y, f(2))) = P(f(a),a, f(a))
(k) 3a3y(H(z,y) V H(y,z)),~3JaxH (z,z) F JxIy—(z = y)

(1) VaVyR(z,y) F VyVzR(x,y)
(m) FVaVyVuvo((z =u A y=v) = (P(z,y) = P(u,v)))
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(n) Jy3zQ(y, x) b FxFyQ(y, z)
(o) EleyP(:z: y) F VYy3zP(z,y)
(p) Vz(P(z) = Q(z)) = (FzP(x) = F2Q(x))
(q) Se z nao ocorre livre em ¢, Jzp V ¢ - Jz (v V @)
(r) EVavyr =y — f(z) = f(y)
(s) Fa=f(y) = (VzP(z,2) = P(f(y), 2))
(t) FVavyVuVo((z =u A y=v) = flz,y) = f(u,v)))
(w) EVavy(f(z) # fly) = = #y)
(v) FVzvVyVuvv(z =u — (y =v — f(x,y) = f(u,v)))
(w) F 3u(t = 6) - (Vaw — 3u)
(x) I (Fov) — Vo) = Va( — ¢)
(y) EVz(Y) = ¢) = (Fz—¢ — Jz—)
(2) b V(=0 = ¢) = Ga—d — Jxy)
3 Seja ¥ um conjunto de férmulas de uma linguagem de primeira ordem L tal que x nao ocorre livre
em nenhuma férmula de ¥. Mostra que,
(a) se ZU{¢} F ¢ e z ndo ocorre livre em v, entdo £ U {Jz¢} F 9;
(b) se XU {¢} F ¢, entao ¥ U {Jz¢} F Jzep.

Completude e integridade da logica 12 ordem.

4 Para cada uma das férmulas seguintes, indica se é ou nao um teorema da légica de 12 ordem,
quaisquer que sejam as férmulas ¥ e ¢. Justifica, mostrando que existe uma dedugao natural
da respectiva férmula (sem usar a completude da légica de 12 ordem), ou entao indicando uma
linguagem £, férmulas 1 e ¢ de £ e uma estrutura A = (A, -A) de L, tal que A nio é modelo da
férmula correspondente.

(a) () Va(o = ¢¥) = (Vzd — Vaip)
(Vagp — Vo) — V(o — ¢)

(b) Va(¢d — o) = (Jxd — Va)
(Fzd — Fzp) — Va(od — )

(c) Vz(¢p = ¢) — (Fzd — Tzvp)
(Bxgp — Vo) — V(o — ¢)

(d) VzIy(o V) — JaVy(o A1)
V(¢ V @) = —Ix(—p A —9)

(&) 3a(6V ¥) = Ju(~6V )
(o AY) = (Yyo AVyy)

(f) (Vay Vv Vag) = Jx(v V ¢)
VrIyy — JyVzy

(g) Fz¢ A Jz¢) = (¥ A ¢)
(= A =¢) = Jx(=(Y A 9))

(h) Va(y = ¢) = (Jarp — Jxg)
Ja3y(o vV ¥) = Vy3az(é V ¢)

(i) JzVyy — JaxIyy
Vady(p A ¢) — JzVy(d A o)

(1) Va( = —¢) = ~Jx(¥ A ¢)
(Fzo Vv Fzvp) — a(d A )
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(k) V(- — ¢) = (Fx—¢ — Fzv))

—(VzIyy — IyVzy))
(1) Iz VvV ¢) = Jy(—y V —¢)[y/x], onde y nao ocorre em 1 nem ¢.

(Fx —¢ — Jx ) — V(o — ).

(m) Va(y — ¢) = (Ga-¢ — Je—)
(Fzp vV Axp) — Fz(p A )

(n) (Fzyp V Jxg) — Jx( V @)
Jz(y V ¢) = (Fxyp V xd)

(o) Jz(v — ¢) — (Vap — Jz)
(Vo — Jxg) — Fz (¢ — @)

5 Completa a demonstracao do teorema da integridade do sistema de dedugao natural para a logica
de 12 ordem, verificando que se no passo de inducao a regra a aplicar for uma das seguintes, a
férmula resultante é consequéncia semantica das premissas ai assumidas:

a) VE ou dI
b

(a)
(b)
c) VIou AE
)
)

=Eou—1I

(
(d) VE ou-I
() VIouFI

6 Seja 1) uma proposigao de uma linguagem de primeira ordem L. Relaciona as afirmagoes seguintes,
indicando se sao equivalentes ou se apenas uma implica a outra justificando.

(a) — existe uma estrutura A de £ e uma interpretagio s das varidveis em A tais que A =g —);
— 9 é uma férmula valida.

(b) —Fv

—p é falso em todas as estruturas de L.

() —Fv¢
— existem duas estruturas A e B de £ tal que A = e B £ .

7 Seja ¢ uma férmula de uma linguagem de primeira ordem £ para a qual existem duas estruturas
A e B de L tais que A =, ¢ para toda a interpretacdo s das varidveis em A e B [£; ¢ para toda a
interpretagao t das variaveis em B. Justifica a validade ou falsidade das afirmacoes seguintes:

— 1) é uma proposicao;
— 1 nao é uma férmula valida;

— —) nao é uma férmula valida.

8 Um conjunto consistente A diz-se maximal se para qualquer férmula v se tem ou ) € A ou =) € A.
Mostra que se A é um conjunto consistente maximal e A - 6, entdo 0 € A.

9 Um conjunto X de proposi¢cdes de uma linguagem de primeira ordem £ diz-se completo (em L) se e
s6 se para toda a proposigao ¥ de L se tem 1 € ¥ ou ~ € X. Mostra que um conjunto consistente
Y é completo se e sé se para toda a proposicao ¥ de £, se ¢ € X, entdo X U {¢} é inconsistente.

Resolugao de exercicios selecionados (*)

Resolucgao 4.a
Para a primeira férmula é possivel construir uma deducao:
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1| | V(o — o)
2 Ve

3 u | ¢lu/z] VE, 2

4 (6 = )[u/a] VE, 1

5 olu/z] — Ylu/zr] R, 4

6 Wlu/z] SE, 3,5
7 Ve VI, 3-6

8 Ve — Vau 1,27

A segunda nao é vélida pelo que basta indicar um exemplo. Seja a linguagem £ com o alfabeto
Ri1={R,S} ey =R(z)e ¢ =5(x).

Seja a estrutura A onde A = Ne RY = {n € N | népar} e S4 = {n € N | n é impar}. Entdo
podemos concluir que A & (VzR(x) — VYaS(x)) — Va(R(xz) — S(z)). Nota que A = (VzR(x), A
VzS(x)) e A = Va(R(x) — S(x)) pelo que na implicagdo principal o antecedente é verdadeiro e o
consequente é falso.
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Introdugao Eliminagao
¢
b NP ¢ NP
A (G : .
¢ NE 0 AE
o N Y Al
¢V Y
¢
¢ ¢
v ¥
(G
ove VI |yve VI 7
~
ol VE
¢
I ¢ —E
¢
F
F - .
o FE
F FI
¢
- b=
—1
P —E
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Introducao Eliminagao
t1 =ta
= | =T ¢lt1/7]
e x é substituivel por
Pltz/z] =& P
t1 e por t2 em ¢
v
YV ¢
4
¢lv/x] , o
Ve b vi onde v é uma varidvel nova o[t/x] VE onde z é substituivel por t em ¢
(n&o ocorre antes)
ot/
3
Jx ¢ 31 onde z é substituivel por t em ¢ ¢ onde v & uma, varivel nova que nio
ocorre antes nem em
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