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1 Axiomatizacoes

1 Considerando a linguagem de 12 ordem para a aritmética dada nas aulas e os axiomas de
Peano (PA) para a teoria dos nimeros obtém dedugées naturais (com notacao de Fitch)
para as férmulas 1) seguintes (i.e PA - 1). Para cada alinea podes considerar que as
restantes correspondem a teoremas, que poderas usar.

Axiomas de Peano (PA)

1. Vz(z +1+#0)

2. VaVy(z+1=y+1—>xz=y)

3. 0+1=1

4. Vex+0=x

5. VaVyz+ (y+1)=(r+y)+1

6. Ve x0=0

T VaVyr x (y+1)=(z xy) +=x

8. (principio da indugao) (Q(0) A Vz(Q(z) = Q(z +1))) — VaQ(x)

Sugestao: Usa o Axioma 8 (principio da indugao): sendo Vz@Q(z) o que pretendes deduzir,
deduz primeiro Q(0) e depois Va(Q(z) — Q(z + 1)) (e aplicando o axioma 8 e modus
ponens tens o que pretendes.)

(a) Ve O+ xz =2
(b) Ve lxz==x

(c
(d

(
(f
g

VrOxx=0
Vex+0=04+=z
Vex+1l=1+z
Vexxl==x
Velxz=xx1

(i) VzVaVy (z +y) + 2 = 2 + (y + z) usando indugdo em z.
(§) YyVz (z + 1) x y = (z X y) + y usando inducdo em y

(k) Yy Vo (x +y = y + x), usando indugdo em y
(1) Ve Vy(z x y) x 0 =z x (y x 0).
(m) VzVaVy (z X y) X z =2 X (y X z), usando indugdo em z

)
)
)
)
)
)
(g)
(h) VaVy(z +y)+ 0=z + (y+0)
)
)
)
)
)
)

(n) Yy Vz (x X y =y x x), usando indugao em y.

2 Seja Ly a linguagem de 12 ordem com igualdade para os nimeros naturais tal que Fo =
{0,1} e Fo = {+, x} (e onde os termos e as férmulas atémicas sao representados em notagao
infixa). Seja N = (N, V) a estrutura onde -V associa aos simbolos funcionais os correspon-
dentes valores e operacoes aritméticas. Considera ainda os axiomas de Peano, PA. Nota:
Representa o ntimero 2 pelo termo 1 + 1.

a) —

by -

Define uma férmula Impar(x) de Ly tal que N =, Impar(z) se e s6 se s(x) é impar,
i.e se o resto da divisao inteira por 2 é 1.

Mostra, usando o sistema dedutivo de deducao natural, que PA F Impar(1).
Define uma férmula Par(y) de Ly, tal que N =4 Par(y) se e s se s(y) é par.
Mostra, usando o sistema dedutivo de dedugao natural, que PA F Par(0).

Define uma férmula Primo(y) de Ly, tal que N =5 Primo(y) se e s6 se s(y) é
primo.

Mostra, usando o sistema dedutivo de deducao natural, que PA F Primo(2).
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Resolucao de exercicios selecionados

Resolucao 1.1.a

1

17

V(x4 1 #0)

VeVy(z+1=y+1 -z =y)

0+1=1

Vex+0==x

VeVyz + (y+1) = (z+y) +1
Veax0=0

VeVyz X (y+1)=(z xy)+2

(Q(0) A (Va(Q(z) = Q(z + 1)))) = VoQ(x)

0+0=0

Vyo+(y+1)=(0+y)+1
04+ (u+1)=0+u)+1
0+ (u+1)=u+1

O+u=u—0+(u+l)=u+1
VeO0+z=2z—0+(x+1)=x+1)
0+0=0AVzO0+xz=2—=0+(r+1)=x+1)
V(04 z = x)

Resolugao 1.1.b

1

Va(r +1#0)

VaVy(z +1=y+1— 2z =y)

0+1=1

Ver+0==x

VeVyz + (y+1) =(z+y) +1
Veax0=0

VeVyz x (y+ 1) =(z xy)+x

(Q(0) A (V2(Q(z) = Q( + 1)))) — VaQ(x)

1x0=0

Vylx(y+1)=1Qxy)+1
Ix(u+1l)=1Qxu)+1
I1x(u+1l)=u+1
Ixu=u—1xu+1l)=u+1

Ve(lxz=z—=>1x(x+1)=x+1)
I1x0=0AVz(lxaz=2—1x(z+1)=z+1)

Vel Xz =x

VE, 4

VE, 7

VE, 7, 11
=E, 10, 12
—I, 10-13
VI, 10-14
Al 10, 15
—E, 8, 16

VE, 6

VE, 7

VE, 7

=E, 10, 12
I, 10-13
VI, 10-14
AL 9, 15
—E, 8, 16
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Resolugao 1.1.e

1 V(x4 1 #0)

2 VeVy(z+1=y+1—-z=y)

3 0+1=1

4 Vrzx+0=z

5 VaVyz + (y+1) = (x +y) + 1

6 Veax0=0

7 VaVyz x (y+1) = (z xy)+x

8| (Q0) A (Y(Q(z) = Qz + 1)) = Y2Q(x)

9 1+0=1 VE, 4

10 [0+1=1+0 =I, 3,9

11 | u u+l=1+4u

12 Vyl+(y+1)=0Q+y)+1 VE, 7

13 1+ (u+1l)=>04u)+1 VE, 7, 12

14 l+u=u+1 = simetria, 11
15 1+ (u+1l)=(u+1)+1 =E, 14, 13
16 (u+1)+1=1+(u+1) = simetria, 15
17 ut+l=1+u—(u+1)+1=1+(u+1) —I, 11-16

18 [ Vz(z+1l=14z—> (z+1)+1=14+(xz+1)) VI, 11-17

19 |0+1=1AVe(z+1l=142—=(z+1)+1=14+(z+1)) AL 10, 18

20 |Vz(z+1=1+2) —E, 8,19

Programacao em Légica

Forma clausal

3 Para cada uma das seguintes féormulas encontre uma férmula em forma clausal. Para tal:

1. Converte numa férmula equivalente em forma normal prenexa.

2. Elimina os quantificadores existénciais introduzindo novos simbolos funcionais (Skole-
mizacao.

3. Converte a matriz da férmula resultante para forma normal conjuntitiva.

4. Distribui os quantificadores universais pelas conjungoes, aplicando a regra:
V(o A ) — Vagp A Vi)

5. Escreve a férmula resultante em notagao clausal.

(a) VaP(z) = VyQ(y);

(b) (VzP(zx) = 3zQ(x)) AVz(=P(2) A Q(2));

(¢) Vy(Fz(P(z,y) = (Qx) vV Q(f(2)))));

(d) IyVzP(z,y) — VaIyP(z,y).

() ~VaR(z,u) A Jy(=VaR(y,z) — Qu,y))
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(f
(g
(h
(i

N — —

Va—-IyVuP(x,y) — —(I2zP(x,y) = YyP(u,y))
F2S(z,z) V I2(P(2) AVaR(z, 2))

~(F2Q(z,y) = ~Va(V2P(z,y,2) = =Ty P(y)))
~(VaR(2,y) - 3~(3Q(z,9,2) > YyP())

4 Considera o programa P seguinte:

Escreve cada férmula do programa sem ser na notagdo clausal (i.e com os quantificadores e
operagoes légicas usuais).

5 Considera os seguintes programas P e objectivos G:

(a)

P

b
=
QU
—~
8
V)
—~~
=
\’CID
—~
IS
~—
~—
b
U
=
8
=
X

Add(z,0,z)

P(a,b) +

P(c,b) +

P(z,z) + P(z,y), P(y, 2)
P(z,y) « P(y, )

« P(a,c)

Lenght(nil,0) «
Lenght(cons(x,y), s(z)) « Lenght(y, z)

+ Lenght(x, s(s(y)))

Append(cons(z,xg),xr,cons(x,xrr)) < Append(tr,xr,TRL)
Append(nil,xp,,xyr) <

« Append(cons(x,nil), cons(z,nil),y)
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(a) Escreve cada férmula do programa e do objectivo sem ser na notagdo clausal (i.e com
os quantificadores e operagoes légicas usuais).

(b) Mostra que PU{G} FF usando o sistema de dedugdo natural (e a notagao de Fitch)
e as férmulas na forma obtida em 5.a.

Unificacao

6 Para cada uma das expressoes F e cada uma das substitui¢oes o determina Fo.
- E=f(z,9(y,2),2) e 0 = [9(y,2)/w,a/2,2/y, f(f(b))/ul;
- E=P(f(2),2) e o = la/y];
— E = Add(x, s(y), s(z)) + Add(x,y,z) e o = [s(0)/z, s(0)/y, s(s(0))/z].

7 Para as substituicoes 6 e o descritos abaixo, determina a composta fo.
— 0=[f(z)/y,b/z] e o0 = [c/x];
— 0 =lc/z, f(2)/y,u/v] e 0 = [v]/u,x/z];
= 0=[f(2)/x,9(2)/y,afu] e o = [f(b)/z,9(b)/y].

8 Para cada um dos valores abaixo determina 0o, Ef, (Ef)o e E(60).

(a) 0=1[f(y)/x,y/2], 0 = a/w,b/2] e E = P(x,y,9(2))-

(b) 0= [h(w)/z,9(2)/y,u/v], o = [v/u, f(x)/2] e E = g(z, f(y,u),9())-

(©) 0 =[h(y,)/x, f(2) ]y, x/u], o = [9(2)/2,h(u)/z,a/u] e E= R(g(x),2,h(u,u)).
(d) 0= [h(wy)/x, f(2)]v;b]yl, 0 = [v/u, h(z)/y,z/v] e E = P(h(u,v),y,9(y, x))-

9 Para as expressoes FE e F' seguintes, determine se sao variantes. Justifique a sua resposta.
Para os pares (E, F) que sao variantes determine ainda mudangas de nome o e 6 respecti-
vamente para F e F taisque F = Ffe F = Eo.

1 P(f(z,y),9(2),a) e F = P(f(y,x),9(u), a);
2. E=P(z, f(z)) e F =Py, f(2));
3. E=P(x,y) e F = P(y,x);
4 P(z,y,y) e F = P(y,z,y).
10 Aplica o algoritmo de unificagdo de Robinson a cada um dos conjuntos S de expressoes

simples seguintes, indicando a resposta do algoritmo e ainda para cada iteragao efectuada a
substituicao correspondente o; e os conjuntos D; e So;.

(a) §={P(f(a),9(x)), P(y,y)};
S ={P(a,z,h(g(2))), P(z,h(y), h(y))};

)
(b)
(c) S={P(z,2), Py, f(y)};
(d) S ={R(f(z,g(u))), R(f(g(u),9(2))};
() S={R(f(z,9(y))), R(f(g(u),h(2))};
(f) S ={P(x, f(2)), P(f(2),9), P(y,2)}
(8) S ={R(f(z,9(x),2)), R(f(9(u), 9(g9(2)), 2))};
(h) S ={P(f(z, f(z,9)),2), R(f(g(y), f(9(a),2)),u)};
(i) S=A{P(f(z. f(z,9)),2), P(f(9(y), [(9(a),2)),u)};
(i) 8= {P(g(x),y), P(y,y), P(u, f(w))};
(k) S ={P(z9(z, f(z,w))), P(u,g(g(w), f(g(b), 2)))}
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() 5 ={P(g(z,h(z2),2)), P(g(f(v), h(h(x)), x))}.
11 Sejam E e F duas expressoes. Relaciona as afirmagoes seguintes:

a. F e F sao variantes;

b. o conjunto {E, F'} é unificivel.

12 O seguinte algoritmo também permite obter o unificador mais geral entre duas expressoes:
Entrada: Dois termos T1 e T2
Saida: U unificador mais geral de T1, T2 ou Falso

Algoritmo: Inicializar U como a substituicao vazia, uma pilha contendo a equagao T1 = T2
ef+0

Enquanto a pilha nao estiver vazia e f # 1
retira X=Y da pilha
caso:
— X é uma varidvel que nao ocorre em Y,
substitui X por Y na pilha e adiciona Y/X a U
— Y é uma varidvel que nao ocorre em X, substitui Y por X na pilha e
adiciona X/Y a U
— X e Y sao variaveis idénticas, continua
X=f(X1,...,Xn) e Y=Ff(Y1,...,Yn) coloca Xi=Yi na pilha para
i=1..n

caso contrario: f <+ 1

Se f =1 retorna Falso senao U

(a) Implementa este algoritmo.

(b) Repete o Exercicio 10 utiliando este algoritmo.

Formulas de Horn e Programas Definidos

13 Considera o seguinte conjunto de clausulas de Horn de légica proposicional:

C= {{a7 _‘b}a {ba _‘C}’ {b7 _‘d}7 {Cv _‘e}{da _‘e}v {d}7 {6}, {—\CL}}

Usando resolugao mostra que C'+ F (isto é constréi uma refutagao).

14 Considera o algoritmo de satisfabilidade para férmulas de Horn dado no curso.

(a) Descreve o algoritmo em pseudo-cédigo e implementa-o.

(b) Justifica a corregao do algoritmo, isto é, que atribui o valor verdade se e s6 se a férmula
de Horn é satisfazivel.

(c¢) Aplica o algoritmo as seguintes férmulas:
— (Vo g) A(mg Vi) Ag
—pA(p Vg A(=gVp)

-~ A (P Vg A g
-pA(pVaq AT

15 Justifica a validade ou a falsidade das seguintes afirmacoes, para uma linguagem de 12
ordem:
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1. para toda a proposigao ¢ existe um conjunto (finito) ® de férmulas universais fechadas
de Horn tal que ® = ¢ e ¢ = ¥ para qualquer ¢ € ®;

2. se ¢ é uma férmula de Horn, entao é uma férmula de Horn positiva ou uma férmula de
Horn negativa;

3. todo o conjunto de férmulas de Horn positivas é satisfazivel
4. todo o conjunto de formulas de Horn negativas é satisfazivel

5. todo o conjunto de férmulas de Horn é satisfazivel

Resolugao-SLD

16 Seja P o programa seguinte

Max(z,y,x) + Leq(y,x)
Max(y,x,x) < Leq(y,x)
Leq(0,x) +

Leq(s(z), s(y)) < Leq(z,y)

Verifica se P |= JxMax(s(x), z, s(x)).
17 Considera G o objectivo < P(x,x) e o programa P seguinte:

P(a,b) «
P(x,2) <= P(x,y),P(y,2)
P(x,y) < P(y,x)

Calcula uma refutacdo-SLD para P U {G} e a resposta calculada.
18 Para o programa definido P e objectivo G (da forma < ) descritos abaixo:

— Escreve cada férmula do programa e do objectivo sem ser em notagao clausal (i.e com
quantificadores e operagoes 16gicas)

— Calcula uma refutacdo SLD para P U {G}, indicando as substitui¢oes em cada passo e
a resposta calculada, no fim. Representa a refutacao-SLD por uma arvore de derivacao.

— Verifica a execucao do programa com o objectivo em Prolog, usando as conversoes
definidas no Exercicio ?7.

(a) P: Add(z,0,2) <+
Add(x, s(y), s(2)) + Add(z,y, 2)

G: « Add(s(0),z,5(s(y))

(b) P:  Lenght(nil,0) <
Lenght(cons(z,y), s(z)) < Lenght(y, z)

G: < Lenght(z,s(s(y)))

(c)
P: Append(cons(xz,xr), x5, cons(z,xrr)) + Append(zg, L, TRL)
Append(nil,xy,xr) <

G : <+ Append(cons(x,nil), cons(z,nil),y)
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(d) P:  Member(xz,cons(z,y)) +
Member(z, cons(y, z)) < Member(z, z)

G: <« Member(z,cons(y,cons(z,z)))
(e) P Split(cons(z,y), cons(z,nil),y) <
Split(cons(x,y), cons(x,x1),y1) < Split(y, x1,y1)

G: <+ Split(cons(y, cons(x,nil)), z,w)

Resolucao de exercicios selecionados
Resolucao (4)

VaVy(S(f(z)) v ~S(z) vV —R(y))

R(b)

Va(R(f(z)) v ~R(z))
Resolugao (10.f)

® 0p =1

Do = {x,f(2),y}, o1 = [f(2) /] e So1 = {P(f(2),f(2)), P(f(2),y), P(y,2)}

e D1 = {f(2),y}, 02 = ou[f(2)/y] = [f(2) /%, f(2)/y] e So2 = {P(f(2),f(2)), P(f(2), f(2)), P(f(2),2)}

e D, = {f(z),z}, como z ocorre em f(z) o algoritmo termina indicando que S nao é unificdvel.

Resolucao (17)
— P(x,x) P(x1,21) < P(x1,y1), P(y1,21)
o1 = [x/x1,%x/71]
— P(Xa y1)7 P(ylax) P(a7 b) <~

o2 = [a/x/,b/yi]

< P(b,a) P(x2,y2) < P(y2,x2)
o3 = [b/x2/,a/ys]
+ P(a,b) P(a,b) «+

€

01020304 = [a/x1,3/z1,2/x,b/y1,b/x2,2/y2]
Resposta calculada:o = [a/x]
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