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1 Introducao a Programacao em Ldgica

Programacgao em Loégica

Um programa é um conjunto de férmulas légicas e que a sua execucao corres-
ponde a uma demonstragao de que uma férmula é um teorema.

Os sistemas que vamos ver baseiam-se em:

e considerar férmulas em forma prenexa e em que a matriz estd em normal
conjuntiva: clausulas

e como sistema dedutivo usar variantes da resolucao
e o sistema dedutivo é integro e completo, para alguma estrutura.

e computacionalmente “universal”, i.e., equivalente a méaquinas de Turing
ou uma qualquer linguagem de programagao de uso geral... C, Java,
Python, Haskell

1.1 Resolucao para a légica proposicional

Resolugao para a légica proposicional



Um literal é uma férmula atémica ou a sua negacao: p, —p

Uma clausula é uma disjungao de literais: p V =¢ V —p V s e pode representar-se
por um conjunto {p, ~q, -p, s}

Entao uma férmula da légica proposicional em FNC, p.e.

pA(@VrVvgA@Erv-as)A((PVs) A(-gV -s)

pode ser vista como um conjunto de clausulas:

H=pbAar} {-r —sh {p, s} { g, —s}}

Sistema dedutivo por Resolugao (LP)

E um sistema dedutivo por refutagao: para deduzir ¢, deduz-se que —¢ é uma
contradicao.

A consequéncia seméntica é preservada: se X = ¢ sse XU{—¢} nao é satisfazivel.
Seja ¥ um conjunto de clausulas e representamos por F a cldusula vazia.

O sistema dedutivo por resolu¢do nao tem axiomas e apenas uma regra de

inferéncia:

Regra de inferéncia da Resolugao

Cu{p} C"U{-p}
cuc’

A conclusao C'U C” diz-se a resolvente das premissas.

Uma deducao de F a partir de um conjunto C de cldusulas diz-se uma refutagao
de C.

Uma deducgao por resolucao de uma férmula ¢ é uma refutagao de clausulas que
correspondem a FNC de —¢.
Dado

=} g, r}, {=r, =s} {p, s}, {~g, ~s}}

temos

(s} {mp} 2S5 {mas)
{s} {—s}

F

Integridade e Completude da Resolugao para LP

Teorema 22.1. (Integridade) Seja C = {C4,...,Cy} um conjunto ndo vazio
de cldusulas da l6gica proposicional.



i. Sejam C; e C;j cldusulas de C e R uma resolvente de C; e C;. Entdo C = R.

1. Se Ckg F isto €, existe uma deducdo de F a partir de C usando apenas a
regra da Resolugdo, entdo C nao € satisfazivel.

Teorema 22.2. (Completude) Se um conjunto de cldusulas C € nao satisfazivel
entao existe uma deducio C g F.

Notacgao clausal

Um clausula

{al,...,ak,—‘ﬂl,...,—‘ﬂl}

é equivalente a

Br Ao ANB)—= (e V- Voag)

também se pode representar na notacao clausal:

a17"'aak<_617"'7ﬁl

1.2 Clausulas

Clausulas para LPO

Seja £ uma LPO com igualdade e pelo menos uma constante.
Um literal positivo (ou dtomo) é uma férmula atémica : P(z,y), f(z) =a
Um literal negativo é a negacao de uma férmula atémica: —P(x,y)

Uma clausula é uma férmula ¢ da forma:
Vay... Veg(ar V...V oag V =81 V..oV =8,)

onde «;, [3; sao atomos e x1, ..., T, todas as varidveis que ocorrem em ¢.

Também se pode escrever ¢ como:
Vay ... Vas((Br A oo A Bp) = (1 V ...V ayg))
ou ainda representa-la em notacao clausal:

al,...,akw—[)’—l,...,ﬂ”



Literais e Clausulas Fechadas

Um literal diz-se fechado se todos os seus termos sao fechados, isto é, nao tem
variaveis.

~P(f(a),c), Qg(f(a), f(b)), h(a,g(b)) = f(g(a, f(a)), ~a=0b, a= f(a)

Uma clausula diz-se fechada se todos os seus literais sao fechados.

{=P(f(a),),Qg(f(a), f(b)), =h(a, g(b)) = f(g(a, f(a))}

1.3 Conversao para forma clausal

Conversao em forma clausal
Para qualquer férmula ¢ existe uma conjunto de clausulas que é satisfazivel se
e s6 se ¢ é satisfazivel.

Para converter ¢ para forma clausal primeiro converte-se para forma prenexa:

Q1$1Q2$2 cee annw

onde cada @; é ouVoud, 1 <i<n, ety éuma férmula sem quantificadores.
Depois temos de eliminar quantificadores existénciais.

Proposigao 22.1. Seja Yyi ...yp3xp uma proposicao de uma linguagem de
1% ordem L e seja L' uma linguagem com os simbolos de L e com mais

z

um simbolo n-drio f. FEntao, Yy;...y,Jxo € satisfazivel em L se e s se
YY1« yn®lf (Y1, .-, yn) /] € satisfazivel em L.

Nota: as duas féormulas nao sao semanticamente equivalentes: apenas a satis-
fazibilidade de uma é garantida pela satisfazibilidade da outra.

Conversao em forma clausal

Dem.

Temos que mostrar que existe uma estrutura A tal que A = Vy; ...y,3xd sse
existe A’ (estrutura de £') tal que A" =Vy1 ... ynd[f (Y1, .-, yn)/7]

(=)Para todos os aq,...a, € A, existe b € A tal que

A Eslay/m].Jan fyallb/z] P

b depende dos a1, ...,a,.Entao a estrutura A’ pode ser igual a A e tal que o
valor de fA" seja dado por, para todo ai,...,a, € A:

fAar,...,an) =b
(<)

. / ~
Em A’, consideremos os valores de f (ay,...,a,). Estes sdo os valores de cada
um dos b.



Skolemizacdo

E um algoritmo que converte uma proposicao ¢ de uma linguagem de 12 ordem,
numa conjuncao (ou conjunto) de cldusulas ® = ¢; A ... A ¢, (duma linguagem
alargada L) tal que:

e cada ¢; é da forma Va; ...V, (A1 V ... V A,), onde cada A; é um literal

e a formula ¢ ¢é satisfazivel se e s6 se O é satisfazivel

Algoritmo de Skolemizacgao

1. Converter ¢ em forma normal prenexa Q121Q2x3 . .. @z, onde cada Q;
é ou ¥ ou 3 e ¢ ndo tem quantificadores (e denomina-se a matriz).

2. Para 1 < i < n se @; é um quantificador existencial 3 e x;,,...x;,,

i

as variaveis quantificadas universalmente de indice menor que i entao
substitui-se:

Elxiﬁ por Q[fZ (l‘il, NN (L’imi )/sz]

onde f; é um novo simbolo funcional de aridade m;.

Algoritmo de Skolemizagao

3. Converter a matriz da férmula resultante para forma normal conjuntiva
aplicando sucessivamente as seguintes transformagoes:

¢ — ¢

=(o A ) — —¢V

(V V) — ¢ A
VAN — (oVY) AoV o)

4. Aplicar a seguinte transformagao:

Ve(p A ) — Vagp A Vayp

Exercicio 22.1. Aplica o algoritmo a segquinte formula:

Vo(Vy(P(y) — R(y,z)) — Q(x))



Resolucao 22.1

Para forma normal prenexa basta passar para fora os quantificadores:

VaVy((P(y) = R(y,z)) = Q(z))

Como nao tem quantificadores existénciais basta, converter a matriz para forma normal
conjuntiva:

VaVy(=(=P(y) V R(y,z)) vV Q(z)) (1)
Vavy((P(y) A —R(y,z)) Vv Q(z)) (2)
VaVy((P(y) Vv Q(x)) A (=R(y,z) V Q(x))) ®3)
Vavy((P(y) v Q(x))) A Vavy(=R(y,z) V Q(z)) (4)

Resolugao para clausulas fechadas

A regra da resolucao para clausulas fechadas é praticamente igual a da légica
proposicional.

Sejam C' U {l} e C" U {-l} duas cldusulas fechadas.

Regra de inferéncia da Resolugao
cu{ly cu{-i}
cuc’

CUC’ é aresolvente de CU{l} e C" U {~l},
Exemplo 22.1. Sendo {P(f(a), g(c)),Q(a,c)} e {=P(f(a),g(c)), Q(f(a),g(c))}.

Entao, uma resolvente é

{Q(a,¢),Q(f(a), 9(¢)}



