Légica Computacional (CC2003)
Folha de trabalho n. 2

Légica Proposicional: sistemas dedutivos

Sistema de Dedugao Natural, DN

Todas as dedugoes devem usar o sistema de dedugao natural DN e a notacao de Fitch dada nas aulas.

Observagoes para a obtencao de uma dedugao duma férmula ¢

e Se a formula ¢ for uma implicagdo ¥ — 6, supor ¢ e deduzir €; aplicando de seguida a regra da
introdugao da implicagao.

e Por redugao ao absurdo: supor —¢ e deduzir F. Caso haja uma negacao — nas premissas, poder-
se-4 deduzir v para obter F.

e Suponhamos que uma das premissas é ¢ V 9 e se pretende deduzir 7. Podemos: supor ¢ e deduzir
v, supor ¥ e deduzir «; aplicando de seguida a regra de eliminacao da disjuncao.

e Suponhamos que uma premissa é - e pretendemos obter F : podemos tentar obter ¢ e aplicar a
regra da introducao de F .

Notar que cada passo da dedugao tem de ser obtido por aplicagao duma regra ou ser uma repeticao
duma férmula ja deduzida ou uma premissa. Assim cada passo de dedugao tem de ser ou uma suposigao
ou resultar da aplicagdo duma regra a féormulas ja deduzidas, pelo que nao se podem usar ”equivaléncias
semanticas”.

1 Indica se as seguintes dedugoes sao validas. Em caso afirmativo indica as regras usadas em cada
passo. Se nao for valida indica qual o passo em que nao esta correcta e se existe uma dedugao
correcta com as mesmas premissas e concluséo.
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2 Mostra que:
(a) (pAg) —rpFqg—r

(b)

(¢) (=pV—g)Vr,qVr,pkr
(d) pV—g,—r —q,r— —s,skp

q—p,q— pk—q
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3 Mostra que:

(a) 6= (9 = 1), 4,3 —p

(b) (6 A =) =Y, =, ¢

() Flp V)= (¥ V ¢

(d) F (6 =) = (=6 = =) = (¢ = )

(e) F(—=(p—=9) = (p— (0 —v))

) FOAp) =

(8) Fé—= (Vo)

(h) F6 = (e = =(0 = ¢))

(i) F (¢ —=6) = ((mp = 6) =)

(1) Ellp—=0)=08) = ((6 > ¢) = 9)

&) F((p—=0) A(0—=9)—= (e V) —(pAd))

Sp—=vEo— (6 =)

3, —p F =(d = @)

F(@—=¢) = (26 V )
=)= (=0 —¢) =)
Fo—= (v —¢) = d) —9)
F((p—=8)—=08) = ((0—=9) =)
l_

(¥ N O)— —6,0—0,0,0F

t) (¥ V)= (¢ — )

(W) ¥V e, —=06,-0—-pkd Vo

V) F@W—o9) =0 VY=V )

(W) F((((p =) = (20 = 7)) = 0) = 0) > (0 =) = (v =)
x) =) Alp=) @ A @) V(2 A )

V) W= VEi=NE@—=7V 0-y)

z) YE@ A @)V (P V )

Nota: Caso uses regras derivadas, terds que as mostrar separamente.

4 Indica quais das seguintes dedugoes sao véalidas e quais nao sao validas:

)
(b) o A =k =6 =) A (6—9)
(c) ~(=6 vV @) k4
(d) oV, VpkEsVe
) (0= Y)Y =0

)

)

)

5 Justifica a validade ou falsidade de cada uma das afirmagodes seguintes, apresentando demonstragoes
ou contra-exemplos:

(a) se 1, entdo d1,...,0, b 1
(b) se d1,...,0, F 1, entdo b 9;
(c) se 1,02 1), entdo g, 61 F 5
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(d) se 01,02 F ¢ — ¢ e 61,02 F ¢, entao 01, d2 F ;
(e) se d1,02 F @ — 1 e 01 F ¢, entdo 61,92 F 9;
(f) se 81,02 F @ — 1 e §1 F o, entdo 61 - 9;

(g) se 61 F @ = e da F ¢, entdo d1,02 F ;

(h) se 6,0 -1 se e s6se d k1.

6 Mostra sem usar a completude de DN as seguintes equivalencias dedutivas. Nota que tens de
mostrar que da primeita formula se deduz a segunda e vice-versa.
(a) =(61 A d2) =61 V —dg
(b) =(d1 V d2) 4 =51 A 02
) 01 = 6 4 =61 V by
) (01 = 62) AF 51 A —d9
) =01 A Gk b1 V by
) m01 A —da F 6 — 0o
) 61 A b2 61 V 6o
) 61 A 2k (81 A d2)
(i) (d)Acp) Ao A (o A D)
@ @Ve)Vviity VeV
(k) (=61 A —d2) H-61 V 02
)
)
)
)
)
)
)
) ¢
)
)
)

C

(
(d

J

e

(
(f
(g
(h

Md—=pd-0—=0 ANe) A (5N p)—9)
(m) d1 — 9 7+ =(61 A —d2)
M d=ed-(e—=0 V) A0V e —e)
(0) 61 A b3 A+ =(=01 V —d9)
P) G=0) Alp—=0)d-(0 vV )= (6 A @)
(@ (6 =) A (= = —9)
) O=9) Alp—=0)F(6 V)= (6 Ay
(8) ¢ AV )T Ad)V (¢ A )

(t) (¢ V) =dd- (=08 A (¥ —10)

(W) (6 V) A@ VYV (e

(V) =@ A o)A (=) A (p—0)
7 Completa a demonstracao do teorema da integridade do sistema de deducao natural, verificando

que se existe um passo p em que a férmula nao é consequéncia seméantica das premissas assumidas
em p esse passo nao pode resultar da aplicacao das seguintes regras:

(a) NI
(b) NE
(¢) VI
(d VE
(e) —I
(f) —E

8 Um conjunto de férmulas ¥ diz-se formalmente completo se para qualquer férmula § se tem
YFdouXk o

Mostra que um conjunto de férmulas da légica proposicional ¥ é formalmente completo se e sé se
para qualquer varidvel proposicional p se tem:
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YFpouXhk —p

Sugestao: usa indugao estrutural nas férmulas da légica proposicional.

9 Mostra, sem usar a completude de nenhum sistema de dedugao, que qualquer que seja o conjunto
de férmulas da légica proposicional ¥ e § uma férmula, se tem:
(a) Se ¥ F —d entdo X U {d} é inconsistente.
(b) ¥ =0 se e sése ¥U{—d} ndo é satisfazivel.
(¢c) BU{-0}FF seesése ZFJ
10 Justifica a veracidade ou a falsidade das afirmacGes seguintes. Caso a afirmacao seja falsa, poderas
apresentar um contra-exemplo.
(a) Sendo ¥ um conjunto de férmulas da 16gica proposicional, sdo equivalentes:

1. ¥ é inconsistente.
2. X F 6§ qualquer que seja a férmula § da légica proposicional.

(b) Sendo ¥ e T' dois conjuntos de férmulas da légica proposicional, sdo equivalentes:

1. Y UT é satisfazivel.
2. Y U{d} é satisfazivel qualquer que seja a férmula 6 € T.

(c) Sejam ¥ e I' dois conjuntos de férmulas da légica proposicional . Entao
{0 | 2UTHFO}={0|2F}U{d|TF d}.

11 Sejam X e I' conjuntos de férmulas da légica proposicional tais que para qualquer formula § se tem
YFdoul k.

(a) Mostra que X UT é nao satisfazivel.

(b) Mostra que um dos conjuntos X ou I' nao é satisfazivel.
12 Sejam X e I' conjuntos de férmulas do 1égica proposicional, tal que para toda a férmula § se tem
YFdseesésel 4.

Justifica a validade ou a falsidade de cada uma das afirmagoes seguintes, apresentando demons-
tragoes ou contra-exemplos:

(a) Seja d1,...,0, é uma dedugdo de uma férmula 0 a partir do conjunto ¥. Entéo 6d1,...,0, é
também uma dedugao de § a partir de I'.

(b) Sejam T = {=6|5 € '} e &1,...,d, uma deducio de uma férmula § a partir do conjunto T,

entao —dq,..., 0, é uma dedugdao de = a partir do conjunto de hipéteses I';

(c) ¥ é satisfazivel se e s6 se I' é satisfazivel.

Outros sistemas dedutivos: tableaux e resolugao

13 Constroéi dedugoes de tableauzr semanticos para as formulas seguintes. Um deducao de uma férmula
@ por tableaux é uma refutacao, isto é, de —p tenta-se deduzir F .

(a) ~((pVa@)A(=pA—q)

) (p—=aA(g—=r) = (=)
() (p—=q)=((p—=q —q)
(d) (p—q) —=p)—p

14 Considera a férmula seguinte em forma normal conjuntiva (FNC):

(pV-ogVr)AN=pA(@gVrVp)A(pV-r)

Departamento de Ciéncia de Computadores da FCUP 20162017



Légica Computacional (CC2003)
Folha de trabalho n. 2

(a) Converte a férmula para um conjunto de cldusulas.

(b) A partir desse conjunto constréi uma dedugao de F |, usando apenas a regra da resolugao.

15 Encontra uma dedugio de F (uma refutacao) para:
{{=p.~q, 7}, {p,r}. {q,r}. {-r}}

16 Usando a regra de resolugao, encontra uma dedugao por resolugao de:
(p=a)N(g—r) = =(-rAp)

17 Constréi dedugoes de tableau e por resolugao para as seguintes férmulas:
(@) (p—=q = ((p=>q =09
(b) a— (p— (¢Ap))
(c) ¢ = (=p— (g —p)

18 Constrdi dedugoes de tableau e por resolugao para as alineas do exercicio 3 que nao tenham
premissas.
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Sistema de Deducao Natural, DN.

Introducgao Eliminagao
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Algumas regras derivadas:

gy
p
LA
—|—\(p
[~
F
RA
P
——TE
®V o
Tableaux
a o o B 1 B
Ay | o | =(eAY) | e
(VY)Y —e |l VY | e Y
=) | e W oY e
Tabela 1: Notacao uniforme: férmulas o e 3
=g —F =V _a
7 v F a1 B1 | B2
Qs
Tabela 2: Regras de expansao dos tableaux
Resolucao

Sendo C, C’ cldusulas a regra de resolugao é

cu{p} C'U{-p}
cuc’

Uma dedugao de F a partir de um conjunto C' de clausulas diz-se uma refutagao C'.
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