Légica Computacional (CC2003)- Folha de trabalho n.

1 Sistema de deducgao natural DN para a légica de 12 ordem

Observagoes para a obtencao de uma dedugao duma férmula ¢

e Se a formula ¢ for uma implicagao ¥ — 6, supor ¢ e deduzir €; aplicando de seguida a regra da
introdugao da implicagao.

e Por reduc@o ao absurdo: supor —¢ e deduzir F . Caso haja uma negacdo —) nas premissas,
poder-se-a deduzir ¢ para obter F'.

e Suponhamos que uma das premissas é ¢ V ¥ e se pretender deduzir 7. Podemos: supor ¢ e deduzir
v, supor ¥ e deduzir 7; aplicando de seguida a regra de eliminagao da disjungao.

e Suponhamos que uma premissa é - e pretendemos obter F : podemos tentar obter ¢ e aplicar a
regra da introducao de F .

e Se uma premissa for 3zp e se pretende deduzir v. Podemos: com uma varidvel nova v supor p[v/z]
e deduzir v (sendo que em v v ndo pode ocorrer). Depois aplicar a regra da introdugao de 3.

Notar que cada passo da dedugao tem de ser obtido por aplicacao duma regra ou ser uma repeticao
duma férmula ja deduzida ou uma premissa.

1 Indica se as seguintes dedugoes sao validas. Em caso afirmativo indica as regras usadas em cada
passo. Se nao for valida indica qual o passo em que nao esta correcta e se existe uma dedugao
correcta com as mesmas premissas e conclusao.

1 | Vz(P(z) V Q(z)) 2 | 3z P(x)
2 u | P(u) V Qu) 3 v | P(v) 1
3 P(u

(u) 4 P(v) = Q(v) 2
4 | VzP(z) 5 Q(v) 3
5 | VaP(z) V VaQ(x) 6 |3z Q(x)

2 Usando o sistema de dedugao natural para a légica de 12 ordem e sem usar a completude, mostra
em notacao de Fitch:

S(x)) FVx R(x) A VzS(x)
(z)) FVz R(x) — Va S(x)
S(x)) Fdx R(x) A Tz S(x)
Q(z)), Ir-Q(x), Vz(R(z) = —P(x)) - 3z-R(x)

(Q(x) V R(z))),~3z(P(z) A R(x)) - Ve(P(z) = Q(z))

) V P(y,z)) F Jz3y P(x,y)

Q(x)),Va(P(x) = R(x)) - 31( (@) A Q)

< x=b)F P(b) AN VaVy(P(z P(y) — = = y), onde ¢ <> ¢ é uma abreviatura
de 1/; —pep—Y

Javy(P(z) A (P(y) =y =x)) - VaVy((P(z) A P(y)) =z =y)

Vo P(a,,2), Yavy¥(P(z,y,2) = P(F(@), 5, /(2))) - P(f(a), 0, £(a)

FoIy(H(z,y) V H(y,x)), FzH(x,z) - 2Ty ~(z = y)

VaVy R(z,y) F YyVe R(z,y)

FVavVyvuvo((z =u A y =v) = (P(z,y) = P(u,v)))
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(n) 3y3z Q(y, ) - 323y Qy, =)

(o) JaVy P(z,y) - Yy3Ix P(z,y)

(p) Va(P(z) = Q(z)) = (3z P(z) = 3z Q(x))

(q) Se z nédo ocorre livre em ¢, Jzp V @ 4 Jx (¢ V @)
(r) FVavy(z =y — f(z) = f(y))

(8) Fz=fy) = V2(P(z,2) = P(f(y),2))
(t) FVaVyVuvo((z =u A y=v) = f(z,y) = f(u,v)))
(w) EVavy(=(f(z) = f(y)) = ~(z =y))
(v) EVaVyVuvv(z =u — (y =v — f(z,y) = f(u,v)))
(w) F32(P(z) = R(z)) = (Va(P(z) = JzR(z)))
(x) b (BzP(z) = V2Q(x)) = Vo (P(z) = Q(z))

(y) FVa(S(x) = R(x)) = (Fz-R(z) = 32-5(x))

() F ¥o(~P(z) = $(2)) = (G2-5(z) > 3z P(x))

3 Seja X um conjunto de férmulas de uma linguagem de primeira ordem L tal que x nao ocorre livre
em nenhuma férmula de ¥. Mostra que,
(a) se BU{p}F v ez ndo ocorre livre em v, entdo X U {Jzp} F 9
(b) se XU {¢} F 9, entdo XL U {Jxp} - Jzep.

Completude e integridade da logica 12 ordem.

4 Para cada uma das férmulas seguintes, indica se é ou nao um teorema da légica de 12 ordem,
quaisquer que sejam as férmulas ¢ e . Justifica, mostrando que existe uma dedugao natural da
respectiva férmula ou entao indicando uma linguagem £, féormulas ¢ e ¢ de £ e uma estrutura
A= (A,-A) de L, tal que A nio é modelo da férmula correspondente.

(a) (%) Va(p = 1) = (Voo = Vo ¢)
(Vx ¢ = Vz ) = Va(e — ¢)
(b) Va(p = ¢) = (Jz ¢ — Vo )
(Fz ¢ — Fz ) = Va(o — )
(c) V(o = ) = (Fx ¢ — Jx )
Bz ¢ = Vz ) = V(e = ¥)
(d) Vady(e V) = Javy(e A )
V(i V) = =3z (= A —p)
(e) Fz=(p V) = Jx(-p V1)
(e Ap) = (Vy o AVY ¢)
(f) Vxyp V Vo) = Tz V @)
Vady ¢ — JyVe ¢
(8) Gz A Fzp) =Y A @)
J(—p A —p) = F(=(Y A )
(h) Vz(v = ¢) = (Fz ¢ — Iz )
Jrdy(p V ) = Vy3z(e V ¢)
(i) FaVy ¢ — FxTy
Vady(e A ) = Javy(e A )
(1) Va( = —¢) = —Fz( A @)
(Fz o VvV 3z ) = (e A V)
(k) V(= = @) = (Fzmp — )
~(V23y o — gV )
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(1) Iz V ¢) = Jy(—p V —p)[y/z], onde y ndo ocorre em 1 nem .
(Fx —p — Jz ) = Va(p — ).

(m) V(¢ — @) = (e — Jz—y)
Bz oV IAr ) — Ax(p AY)

(m) Gz v Iz ) =3P V @)
Jx(yp V @) = 3z vV Iz )

(0) Fz(¥ =) = (Voo = Fz )
(Vx ¢ — Tz ) = (v — @)

5 Completa a demonstracao do teorema da integridade do sistema de dedugao natural para a logica

de 12 ordem, verificando que se no passo de inducao a regra a aplicar for uma das seguintes, a
férmula resultante é consequéncia semantica das premissas ai assumidas:

b

(a)

(b) =Eou—1I

(¢c) VIou AE

(d) VEou-lI
)

() VIouFI

6 Seja 1) uma proposigao de uma linguagem de primeira ordem L. Relaciona as afirmagoes seguintes,
indicando se sao equivalentes ou se apenas uma implica a outra justificando.

(a) — existe uma estrutura A de £ e uma interpretagio s das varidveis em A tais que A s —);
— 1) é uma férmula vélida.

(b) -k
— —p é falso em todas as estruturas de L.
© -k

existem duas estruturas A e B de £ tal que A = - e B £ —.

7 Seja ¢ uma férmula de uma linguagem de primeira ordem £ para a qual existem duas estruturas
A e B de L tais que A |=; 9 para toda a interpretagao s das varidveis em A e B |5, 1 para toda a
interpretacao t das variaveis em B. Justifica a validade ou falsidade das afirmacGes seguintes:

— 1 é uma proposicao;
— 1 nao é uma féormula valida;

— —p nao é uma férmula valida.

8 Um conjunto consistente A diz-se maximal se para qualquer férmula v se tem ou ¢p € A ou =) € A.
Mostra que se A é um conjunto consistente maximal e A F 6, entao 6 € A.

9 Um conjunto ¥ de proposi¢cdes de uma linguagem de primeira ordem £ diz-se completo (em L) se e
s6 se para toda a proposicao ¢ de L se tem ¢ € ¥ ou ) € . Mostra que um conjunto consistente
Y é completo se e s6 se para toda a proposigio ¢ de L, se ¢ € X, entdo X U {¢} é inconsistente.

2 Axiomatizacoes

10 Considerando a linguagem de 12 ordem para a aritmética dada nas aulas e os axiomas de Pe-
ano (PA) para a teoria dos nimeros obtém dedugdes naturais (com notagdo de Fitch) para as
férmulas 1 seguintes (i.e PA I ). Para cada alinea podes considerar que as anteriores
correspondem a teoremas, que poderas usar.
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Axiomas de Peano (PA)

1. Ve(z +1+#0)

2. VaVy(z+1=y+1—>xz=y)

3.0+1=1

4. Ve (z+0=1x)

5. VaVy (x4 (y+1)=(z+y) +1)

6. Vz (z x 0=0)

7. VaVy (x x (y+1) = (z x y) +x)

8. (principio da indugéo) (¢[0/x] A Va(p — ¢z + 1/z])) = Vo ¢

Uso do Axioma 8 (principio da indugdo): sendo Vzp o que pretendes deduzir, deduz-se
primeiro ¢([0/x]) e depois Va (¢ — @[z + 1/x]) (e aplicando o axioma 8 e modus ponens tem-se
o que se pretende.)

(a) Vo (042 =x)
(b) Vz (1 x x = x)
(¢) Va (0 x 2 =0)
(d) Vz (+0=0+2x)
(e) Ve (z+1=1+=z)
() Ve (z x1==x)
g) Ve (Ixz=xx1)

)
)
)
)
)
)
(8)
(h) Vavy ((z+y) +0 =2+ (y +0))
(i) V2VaVy ((x +y) + 2 =z + (y + 2z)) usando inducdo em z.
(G) VyVz ((z +1) x y = (x x y) + y) usando inducao em y
(k) YyVz (x + y = y + x), usando indugdo em y
(1) VaVy ((x x y) x 0 =z x (y x 0)).
(m) V2VyVe (z x (z+y) = (2 x ) + (2 X y)), usando indugdo em z.
(n) VaVaVy ((z X y) x 2 =z X (y X 2)), usando inducao em z
(0)
11 Seja Ly a linguagem de 12 ordem com igualdade para os nimeros naturais tal que Fo = {0,1}
e Fo = {+, x} (e onde os termos e as férmulas atémicas sdo representados em notagdo infixa).
Seja N = (N, V) a estrutura onde -V associa aos stmbolos funcionais os correspondentes valores e

operagoes aritméticas. Considera ainda os axiomas de Peano, PA. Nota: Representa o nimero 2
pelo termo 1 + 1.

0) VyVz (z X y =y X x), usando indugao em y.

a) — Define uma férmula Impar(z) de Ly tal que N =5 Impar(x) se e s6 se s(z) é impar, i.e
se o resto da divisao inteira por 2 é 1.
— Mostra, usando o sistema dedutivo de dedugao natural, que PA + Impar(1).

b) — Define uma férmula Par(y) de Ly, tal que N =5 Par(y) se e s6 se s(y) é par.
— Mostra, usando o sistema dedutivo de dedugao natural, que PA F Par(0).
¢) — Define uma férmula Primo(y) de Ly, tal que N = Primo(y) se e 6 se s(y) é primo.

— Mostra, usando o sistema dedutivo de dedugéo natural, que PA F Primo(2).
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Introducgao Eliminagao
12
e NY o NY
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") ANE 0 AE
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Introducao Eliminagao
t1 =to
= plt1/x]
t=t =1 .
[t2/] _g °Z é substituivel por
Pli2 n t1 e por ta em
v Vo
v olv/x] ) 3
onde v é uma varidvel d ¢ substituivel
YV ¢ vI  nova (ndo ocorre an- w[t/x] vg Oonde T ¢ substituive
tes) por t em ¢
plt/x]
5 .
3 onde z é substituivel
T p El
por ¢t em ¢ onde v é uma varidvel nova
JE ue nao ocorre antes nem em
(0 que na t
»

Resolugao de exercicios selecionados (*)

Resolugao 4.a

Para a primeira férmula é possivel construir uma deducao:

1

(o e I =2 IO S VN )

V(o — )
Vap
u | plu/z] VE, 2
(¢ = ¥)[u/a] VE, 1
plufz] = Plu/z] R, 4
Ylu/z] —E, 3,5
Vb VI, 3-6
Vrp — YV —I, 2-7

A segunda nao é vélida pelo que basta indicar um exemplo. Seja a linguagem £ com o alfabeto

Ri1=

{R,S} e = R(z) e ¢ = S(x).

Seja a estrutura A onde A = Ne R4 = {n € N| népar} e S* = {n € N | né impar}. Entdo
podemos concluir que A £ (VzR(x) — VaS(x)) — Va(R(x) — S(z)). Nota que A = (VzR(x), A
VzS(x)) e A = Va(R(x) — S(x)) pelo que na implicagdo principal o antecedente é verdadeiro e o
consequente é falso.

Resolugao 10.10.a
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© 0 N S Ot ks W N

e T = e T
S Tt R W NN = O

17

V(x4 1 #0)
VaVy(z+1=y+1 -z =y)

0+1=1

Vex+0=2x

VaVyz + (y+1) = (z +y) + 1

Ve x0=0

VeVyz X (y+1)=(z X y)+2z

(¢l0/2] A (Ya(p — glz + 1/a]))) — Vo

0+0=0

YO+ (y+1)=0+y) +1
0+ (u+1)=0+u)+1
0+ (u+1)=u+1
O+u=u—0+(u+l)=u+1

VzeO+z=2—-0+(x+1)=2+1)
0+0=0AVz0+z=2—=0+(z+1)=2+1)
Vz(0 + z = )

Resolucao 10.10.b

1

© o N O Ot s W N

e e e e e =
N O Ot W N = O

Vz(x + 1 #£0)
VaVy(x + 1=y +1 =2 =1y)

0+1=1

Vex+0==x

VaeVyz + (y+1) = (z+y) +1
Veax0=0

VaVyz x (y+1) = (z xy) +x

(¢l0/2] A (Va(p — wlz + 1/a]))) = Vap

1x0=0

Vylx (y+1)=(1xy)+1
Ix(u+1l)=(1Axu)+1
Ix(u+1l)=u+1

Ixu=u—>1x(u+1)=u+1
Ve(lxz=z—=1x(x+1)=z+1)
I1x0=0AVz(lxz=z—1x(z+1)=x+1)

Vel xz =z

VE, 4

VE, 7

VE, 7, 11
=E, 10, 12
—I, 10-13
VI, 10-14
Al 10, 15
—E, 8, 16

VE, 6

VE, 7

VE, 7

=E, 10, 12
—I, 10-13
VI, 10-14
AL 9, 15
—E, 8, 16
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Resolucao 10.10.e

1

© o N O ot ks W N

[ T e e e e e o = T
S © o N O Otk W N = O

Va(r +1#0)

VaVy(x + 1=y +1 -2 =1y)

0+1=1

Vex+0==x

VeVyz + (y+1) = (z+y) +1
Vrax0=0

VaVye x (y+1) = (z xy) +x

(QM) A (¥2(Q(x) — Q(x +1)))) — YaQ(x)

1+0=1

0+1=140

u u+l=1+u
Vyl+(y+1)=1+4y)+1
1+ (u+1)=>0+u) +1
l1+u=u+1

1+ (u+1)=(u+1)+1
(u+1)+1=1+@u+1)

utl=14+u—(u+1)+1=1+(u+1)

Ve(z+1l=142z—(z+1)+1=1+(z+1))
0O+1=1AVz(z+1=14+z—>(z+1)+1=1+(x+1))
Ve(x+1=1+zx)

VE, 4
=1, 3,9

VE, 7

VE, 7, 12

= simetria, 11
=E, 14, 13

= simetria, 15
-1, 11-16

vI, 11-17

Al 10, 18
—E, 8,19
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