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Capitulo 1
Logica proposicional

A logica proposicional remonta a Aristoteles, e teve como objectivo modelizar o raciocinio
humano. Partindo de frases declarativas (proposi¢oes), que podem ser verdadeiras (V) ou
falsas (F) estuda-se o processo de construc¢ao e a veracidade de outras proposi¢oes usando
conectivas como ou (V), e (A), nao (—), se...entdo... (—). Se p e g sdo proposicoes, p A q
é uma proposicao verdadeira se p e q o forem, e é uma proposicao falsa, caso contrério; p V q
é uma proposicao verdadeira se p ou q o forem, e falsa, caso contrario;—p é uma proposicao
verdadeira se p for falsa, e falsa se p for verdadeira.

Considera as seguintes frases declarativas (com o respectivo valor de verdade):
e (Os gorilas sao mamiferos V

O Porto é uma cidade V

24+3=6F

3+3=6V

3eNV

e 3>T7F

Um quadrado tem 6 lados F
Entao, podemos concluir que:
e (Os gorilas sao mamiferos e O Porto é uma cidade V
porque é uma conjuncao de proposicoes V
e 2+3=60u3eNV
porque é uma disjuncao de proposicoes das quais uma é V

7
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enaod3>7V

porque é uma negacao de uma proposicao F
e Se7>3entao 3+3=6V

porque uma implicagdo é V sse o consequente é V sempre que o antecedente é V
e Se3>T7entao2+3=6V

porque é uma implicagdo cujo antecedente é F'.

Cada proposigao vai ser representada por uma varidvel proposicional (p, q, s, t, p1, ...) € as

conectivas légicas por simbolos n-drios. Em particular temos:

Conectiva | Simbolos | Aridade | Outros simbolos equivalentes
Conjungao A 2 &, &&, -

Disjuncao Vv 2 l, +

Negacao - 1 ~, 7

Implicacgao — 2 =, D

1.1 Linguagens da légica proposicional

Uma linguagem da logica proposicional é formada a partir dos seguintes conjuntos de simbolos

primitivos:
e um conjunto numeravel de varidveis proposicionais
VPTO]) = {p7Q77ﬂ7 -y Py - }

e conectivas logicas A, V, - e —
e os paréntesis ( e )

Definigao 1.1. Uma férmula bem-formada (p,,0,...) € definida indutivamente pelas se-

guintes regras:

i) uma varidvel proposicional p € uma férmula

it) se ¢ € uma formula entao (—p) é uma formula
iii) se p e sao formulas entao (¢ A1), (p V) e (¢ — ) sao formulas
Exemplos de formulas sao:

e ((pA(=p) = —=(pA(qgVr))
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e ((P)ANg) = (A (qV(=7))))

O conjunto das férmulas da logica proposicional pode também ser descrito pela seguinte

gramatica independente de contexto, em notacao BNF:

e=p (=) [ (@Ap) [(eVe) |(p—p)

uma gramética independente de contexto que gere a linguagem das férmulas da légica pro-
porcional, onde p € Vp;op. Usando a gramatica podemos associar a cada formula uma arvore

sintactica.

Exemplo 1.1. Omitindo os paréntesis, temos a sequinte drvore pra a férmula ((p A (—p)) —

—(pA(gVr))):
/—\
/\ T
p T /A\
o /v\
q r
Para legibilidade das férmulas, os paréntesis podem-se omitir, considerando as seguintes regras:

e 0s paréntesis exteriores sao omitidos
e — tem precedéncia sobre A

e A tem precedéncia sobre V

V tem precedéncia sobre —
e A e V sao associativas a esquerda

e — & associativa & direita
Por exemplo, o A1)V 6 é uma abreviatura de ((¢ A1)V 0) e ) ApAB corresponde a ((1p Ap) AB)

Exemplo 1.2. Fazendo a correspondéncia entre varidveis ldgicas e as sequintes frases decla-

rativas:
p: Os gorilas sao mamiferos

q: O Porto é uma cidade
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re24+3=6
s:34+3=6
t: 3eN
us 3>7

v: Um quadrado tem 6 lados
as frases consideradas acima correspondem as sequintes formulas:
1. pAgq
2. rVvt
3. —t
4. U — S
S u—r
Definigao 1.2. Uma sub-féormula imediata € definida indutivamente pelas seguintes regras:
1. uma varidvel proposicional nao tem sub-formulas imediatas;
2. (—¢) tem ¢ como sub-formula imediata;
3. as formulas (p N), (0 V) e (¢ — ) tém ¢ e como sub-formulas imediatas.
Definigao 1.3. Uma formula ¢ é uma sub-formula duma formula 1 se e so se:
1. ¢ € uma sub-formula imediata de ¥
2. existe uma formula 0 tal que ¢ é uma sub-formula de 0 e 0 é uma sub-férmula de
Dada uma arvore sintactica duma féormula, cada né define uma sua sub férmula.

Exemplo 1.3. Para o exemplo I as sub-formulas sao:p, q, —p,r,pA=—p,q\Vr,pA(qVr)e—(pA
(qVvr)).

Exercicio 1.1. Constrdi a drvore sintdactica (omitindo paréntisis) e determina quais as sub-
formulas e quais as sub-formulas imediatas de:

(kpAq) = (pA(gV )
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1.2 Seméantica da légica proposicional
Os valores de verdade sao V e F, onde V representa o valor logico verdadeiro e F, falso.

Defini¢ao 1.4. Uma atribuicdo de valores de verdade (ou waloragao) é uma fungio v :
Verop — { V, F} que atribui wm valor de verdade a cada varidvel proposicional. Uma va-

loragdo v pode ser estendida ao conjunto das formulas:

i. para p € Vprop v(p) jd estd definido

1.

241.
WA=V se u(@)=Veuow)=V
v(pAY)=F caso contrdrio

10.

vipVy)=V se v(p)=Vouv(y)=V

vipVy)=F caso contrdrio

olp>9)=F se v(p)=Vev(y)=F

vl =)=V caso contrdrio

Podemos resumir usando as seguintes tabelas de verdade:

PP e Ny e Y| ey e b=y
F|V F F| F F F| F F F| V
V| F F V| F F V| V F V| V
V F| F V F| V V F| F
V V| V V V| V V V| V

Dada uma formula ¢, o valor de v(yp) pode assim ser recursivamente calculdado a partir dos
valores atribuidos as varidveis da formula .

Por exemplo se v(p) = V, v(q) = F e v(r) = V, podemos calcular o valor de v((p A q) V —r):
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q\rH(pAq)\/ﬁr
v|F|V| F F F

Uma férmula ¢ com n variaveis proposicionais tem 2" valorizagoes. Porqué?

Podemos construir uma tabela em que cada linha corresponde a uma delas. Seja ¢ a formula

(p A q) V —r, temos as seguintes valorizagoes:

plajr|(p A a ) VvV = x
V| V|V A4 V F
V|V|F A4 vV V
V|F|V F F F
V|F|F F vV V
F|V|V F F F
F|V|F F VvV V
F|F|V F F F
F|F|F F V V

1.2.1 Satisfazibilidade, validade e consequéncia

Definigao 1.5. Uma formula ¢ €

satisfazivel se existe uma valoragao v tal que v(p) = V. Escreve-se |=, ¢ (ouv = ¢) e

diz-se que v satisfaz @

uma tautologia se para todas as valorizagoes v, v(¢) = V e escreve-se = @. Também se diz

que ¢ é valida. FEz: = pV —p (Terceiro excluido)

uma contradigao se para todas as valorizagées v, v(p) = F. Escreve-se [ ¢. Fx: = pA\—p.

Em alternativa, podemos definir a relagao =, de satisfazibilidade entre uma formula ¢ e uma

valoracao v directamente.

Definigao 1.6. Seja v uma valoragao, a relagao =, € definida indutivamente na estrutura de

© por:
1.y psev(p) =V;
2. v~ se fry @;
3. v AU se =y g e o s
4. ooV se ¢ oou =y
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5. ':v‘;o_>¢ se I#v(p ou ):v¢;'
Dizemos que v satisfaz ¢ se =, .
A defini¢ao de |= e [~ mantém-se assim como a nogao de tautologia e contradigao.

Exemplo 1.4. Sendo v(p) = V, v(q) = v(r) = F determinar se

Fo(p— (V7)) V(r— —p).

Para tal, =, (p — (@ V1)) ou =y (r — —p). A segunda verifica-se porque =, r. Pelo que
podemos também concluir que =, (p — (gV r))V (r — —p).

A demonstracao da proposicao seguinte segue das defini¢oes e mostra que tanto podemos usar
a notagdo =, ¢ como v(p). A vantagem da primeira é que se pode generalizar para outras

logicas enquanto a segunda so6 é utilizavel na légica proposicional.

Proposicao 1.1. Dada uma formula ¢ e uma valoragio v, =, ¢ se v(p) = Ve &, ¢ se
v(p) = F.

Proposigao 1.2. Uma formula ¢ € uma tautologia se e so se ~p € uma contradicao. Uma
formula ¢ € satisfazivel se e sé se ~p nao € uma tautologia. Uma férmula € nao-satisfazivel

se e s0 se € uma contradicdo.

Demonstragao. Seja v uma atribuigao de valores de verdade. Por defini¢ao, v(p) =V (=, ¢)
se e 80 se v(—p) = F (& —p). Se ¢ é verdade para todas as valorizacoes (= ¢) entdo —p é

falsa para todas elas (& ¢). Do mesmo modo se concluem a segunda e terceira afirmagao. [

Definigao 1.7. Seja I' um conjunto de féormulas. Uma valoracdo v satisfaz I' se e sd se v
satisfaz toda a férmula v € T'. O conjunto I' é satisfazivel se existe uma valoragdo que o
satisfaz. Uma formula ¢ € uma consequéncia semantica de I', se para toda a valoragdo v que

satisfaz I, se tem v(p) = V; e escreve-se I |= .

Se I' = (), entdao ) = ¢ é equivalente a = ¢. Nota que = ¢ se e s6 se ¢ é uma tautologia.
Se I' = {¢} e I' = ¢ entdo diz-s que ¢ é consequéncia semdntica de v (e escreve-se 1 = ).
Em geral se I' = ¢, podemos dizer que a veracidade de todas as formulas de I' garante a

veracidade de .

Exemplo 1.5. Sendo I' = {pV q,(pV q) — —r,q — r} mostrar que I' = =q. Temos que
analizar quais sao as valoragoes que tornam verdadeiras todas as formulas de I' e para todas
elas garantir que —q também € verdade. Uma wvaloracdo v que satisfaca as duas primeiras
formaulas tem de ter v(r) = F. Isto porque, =, (pV q) e Ey (pV q) = —r obriga a que =, —r
(i.e. = v). Entao, para que =, ¢ — r temos também que %=, q, isto €, que v(—q) = V.
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Todos estes conceitos podem ser avaliados usando tabelas de verdade (embora isso seja muito
pouco eficiente). Uma formula ¢ é satisfazivel, se houver uma linha da tabela para a qual o
seu valor é V; uma tautologia se para todas as linhas o seu valor é V; uma contradicdo se para
nenhuma linha o seu valor é V. A férmula ¢ é consequéncia semdntica de um conjunto finito

de formulas {11, ...,1,} se para todas as linhas que todos os 1; sdo V, entao ¢ também é V.

Se ) |= ¢ e p =1 entdo 1 e p sdo semdnticamente equivalentes(i.e as suas tabelas de verdade
sao iguais), e escreve-se 1) = .

Alguns exemplos de féormulas semanticamente equivalentes:

eAY = YA (comutatividade do A)
oV = YV (comutatividade do V)
“(pAY) = (= V) (Lei de DeMorgan)
(V) = (—p A 1)) (Lei de DeMorgan)
(pAY)ANO = e N (N6 (associatividade)
(pvy)ve = eV (Ve (associatividade)
(p V) = © (idempoténcia)
(pANop) = © (idempoténcia)
(pAY)VO = (pVO)A(pVvE) (distributividade)
(pVY)AND = (pAO)V (Y AB) (distributividade)
—= = ® (Dupla negagao)
=Y = o VY

Exercicio 1.2. Verifica as equivaléncias anteriores. ¢

Resolucao T2

As duas primeiras sdo consequéncia imediata da defini¢do. Para uma conjuncao ser V tém de
ambos os argumentos serem, independentemente da ordem. A disjuncéo s6 é F se ambos forem
e portanto a ordem nao interessa. Do mesmo modo se prova que sao validas as associatividades
e as idempoténcias.

Considere-se a primeira Lei de DeMorgan e comegamos por mostrar que =(p A1) = -V —.
Suponhamos que para uma valoracdo vy se tem v (—(p A)) = V. Entao vi(p A¢) = F
o que significa que v1(¢) = F ou v1(¢) = F. Isto é exactamente dizer que v1(—p) = V ou
vi(—) = V, ou ainda vi(—p V =) = V. Entao provamos que =(p A¢) E —p V —p. A
consequéncia oposta (—¢ V = = —(¢p A 1)) prova-se de maneira analoga.

O mesmo raciocinio se aplica para a segunda lei de DeMorgan e anédlogo para as distributivi-
dades.

Para a dupla negacdo basta notar que para uma valoracdo vy, vi(——p) = V se e sO se

v1(—p) = F se e s6 se v1(p) = V.
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Para a tultima equivaléncia seja v1(¢ — ¥) = V. Temos 2 casos a considerar. Se vi(¢) =V
entao v1(¢) = V. Portanto, vi(—¢ V¢) = V. Se vi(p) = F, entdo vi(—¢) = V, e também
vi(—p V) = V. Logo, ¢ = 1 = - V1. Para provar que —¢ V ¢ = ¢ — 1, suponhamos
que vi(—p V1h) = V. Se v1(¢) = V entado, necessariamente, v1(¢) = V e concluimos que
vi(p = ) = V. Se vi(p) = F entao, pela definicdo da seméntica da implicagdo temos

v1(¢p = 1) = V. O que prova o que se queria.

Exercicio 1.3. Justifica a veracidade ou falsidade de cada uwma das afirmagoes sequintes,
onde I' e X representam conjuntos de formulas e @, 1,0, representam formulas da logica

proposicional:

1. oEY =0 ey E1Y seesdsepyE=0;

2. Se ¥ ¢é satisfazivel entao existe uma formula ¢ tal que ¥ F= .
3. Sel'=0 el CX, entio X =0,
o

Resolucao 3

m.

=: Queremos que p,v | 6, isto é qualquer valoragao que satisfaz ¢ e v também satisfaz
6. Suponhamos uma valoragao vy tal que vi(p) = v1(y) =V (v, ¢ € Euv, ¥) e temos que
provar que v1(0) = V (|, 0). Mas pela primeira hipotese, vi(vp — 0) =V (|, ¥ — 0)
e pela segunda vi(v)) = V (=, v¥). Logo pela defini¢ao da valoragdo duma implicagao, se
o antecedente é V e a implicagao também é V entdo o consequente tem de ser V. Logo,
concluimos que v1(0) =V (=, 0).

<: Esta afirmagao é falsa. Considera as varidveis proposicionais p e ¢ e v a férmula p, ¢ a
formula p — ¢ , 0 a formula ¢ e ¢ a formula —p. E verdade que ¢,y = 6 mas v }~ 1.

2. Suponhamos, por contradigdo, que para toda a féormula ¢, se tem ¥ = ¢. Como ¥ é
satisfazivel, seja v; uma valoragao tal que v1(X) = V. Entao para uma qualquer formula ¢
temos que v1 () = V. Mas como por hipotese todas as formulas sdo consequéncia de ¥ entdo
também vy (—p) = V. Mas isto é uma contradi¢ao. Logo a afirmagao é verdadeira.

8.

A afirmagao é verdadeira. Se I' = 6 entdo toda a valoracao que satisfaz I' (i.e. todas as
suas formulas) também satisfaz 6. Queremos mostrar que se uma valoragao satisfaz ¥ entao
também satisfaz 6. Seja v tal que v(X) = V isto é para toda a formula ¢ € ¥ se tem v(¢)) = V.
Mas como I' C ¥ entdo para toda féormula v € I' como v € 3 vem que v(y) = V e portanto

v(I") = V. Mas entao v(f) = V , porque I' = 6. Logo concluimos que ¥ |= 6.
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1.2.2 Funcoes de verdade

A tabela de verdade duma férmula ¢, com n > 0 varidveis proposicionais p1,...p,, define
uma fungao de verdade

F,:{V,F}" — {V,F}
tal que Fy,(x1,...,2,) = vx(¢), onde vx é uma valoracao tal que vy (p;) = z; parai € {1...n}
ex; € {V,F}.
Qualquer funcdo de f : {V,F}" — {V,F}, com n > 0 diz-se uma func¢do de verdade ou

fungao booleana.

Exercicio 1.4. Ezistem 4 funcgées de verdade e aridade 1 e 16 funcdes de verdade de aridade
2. Constroi as tabelas de verdade correspondentes. E quantas fungoes existem de aridade n,

paran > 07 o

Definigao 1.8. Um conjunto de conectivas C' diz-se completo se para qualquer funcgao de
verdade f, existe uma formula @ com n varidveis proposicionais e contendo apenas conectivas
de C, tal que F, = f.

Proposicao 1.3. O conjunto de conectivas {N\,V,—} é completo.
Demonstracao. Mostramos por inducao sobre n.

Base. Para n = 1 existem 4 fungoes de verdade:

1 fi r1  f2 T f3 r1 fa
vV F vV F vV V vV V
F F F V F F F V

Sendo @1 = p A —p, Y2 = P, Y3 =D, P4 = pV —p, tem-se que F,, = f; para 1 <i < 4.

Inducdo. Supondo que a hipotese é vélida para n, seja f : {V,F}"*! — {V,F}. Cons-

truimos duas fungoes n-édrias f1 e fo tal que:
filxy,. ... zn) = f(z1,... 20, V)
fo(x1, ... zn) = f(1, ..., 20, F).

Por hipétese de indugao existem ¢;, com variaveis pi,...,py, tal que F, = f; para

i=1,2. Tome-se ¢ = (Pps1 A @1) V (TPny1 A p2), entdo F, = f.

Proposicao 1.4. O conjunto de conectivas {—,—} € completo.
Demonstragao. Basta ver que o Ay ==(p — ) e p VY = (—p — ). O

Exercicio 1.5. Mostra que o conjunto de conectivas {—,V} € completo. ©
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1.2.3 Uso de conjuntos completos de conectivas

Podemos restringuir-nos s a conjuntos completos de conectivas. Em particular, podiamos ter

considerado na defini¢do da linguagem da légica proposicional, apenas ou:

e as conectivas A, V e &

e as conectivas — e —

E considerar as restantes abreviaturas.
Uma das vantagens de ter um nimero menor de tipos de formulas é o de facilitar as demons-
tragoes... Mas também podemos definir outras conectivas. Por exemplo uma para cada uma

das funcoes de verdade unarias ou binarias... As mais usuais sao:

Designagao Conectiva | Férmula semanticamente equivalente
Falso F YA

Verdade \% wV p

Implicacao Y=Y —p V

Equivaléncia | ¢ < ¢ (mo V) A (e V1)

Ou Exclusivo | ¢ V ¢ (e A=)V (mp A1)

Nao-e PAY —(p AY)

Nao-ou oV =(p V)

Exercicio 1.6. Constroi as tabelas de verdade associadas a cada uma das conectivas. ©
Exercicio 1.7. Mostra que

a) porp=(p=Y)A W =)

b) o = = — ¢ (contrapositivo)

c) Ew—1 seesdsepkE=

d) Ep<+1) seesisep=1

<

Leituras suplementares [BEO0| (Cap. 1, 3, 7) [HROO| (Cap. 1.3, 1.4.1)
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1.3 Formas normais

Vamos ver que podemos transformar féormulas em férmulas seménticamente equivalentes, de
modo a obter féormulas de formas especiais e que nos permitam decidir mais facilmente sobre
a satisfabilidade ou validade das férmulas originais. Algumas dessas formas normais existem
para qualquer féormula, outras apenas para certas classes de formulas.

1.3.1 Forma normal negativa

Um literal é uma variavel proposicional (p) ou a sua negagao (—p). Uma férmula diz-se em

forma normal negativa se a ocorréncia de — for s6 em literais.

Proposigao 1.5. Qualquer formula contendo apenas as conectivas A\, V e = € semanticamente

equivalente a uma formula em forma normal negativa.

Demonstracao. Basta usar as Leis de DeMorgan e eliminar as duplas negagoes. O

Exemplo 1.6. Determinar a forma normal negativa de =((pV q) A —p).

~((pV q) A—p)
=(pVgq)V-p (DeMorgan)
(=pA—=q)V ——p  (DeMorgan)

(=pA—q)Vp (Dupla Negagao)
Exercicio 1.8. Determina a forma normal negativa de

(prq) < r)A=(pe(gr7))

1.3.2 Forma normal disjuntiva

Uma féormula diz-se em forma normal disjuntiva se for da forma:

(a11/\.../\alkl)\/...\/(anl/\.../\ankn)

onde cada o;; € um literal.

Lema 1.1. Para qualquer func¢ao de verdade f : {V, F}" — {V, F}, existe uma formula ¢

com n varidveis proposicionais e em forma normal disjuntiva, tal que F, = f.
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Demonstracao. Se f = F, para todos os valores dos argumentos, entao ¢ = p; A —p1. Senao,

para cada valoragao v (correspondente a uma linha da tabela de verdade de f) seja:
o =11 NN

onde

%

= pi se v(p;) =V
B F

Nota que v(¢,) = V. Entao, basta considerar

Y= \/ 2

f(U(pl),...,U(pn)):V

Para a seguinte funcao de verdade:

1 w3 x3 | f(71,72,73)
vV V.V vV
V V F A%
V F V \%
V F F F
F VvV V \%
F V F F
F F V F
F F F F

uma férmula em forma normal disjuntiva é:

(pr Ap2a Ap3)V (p1 Apa A=p3) V (p1 A —p2 Aps)V (=p1 Ap2 Aps)

Corolario 1.1. Qualquer formula é semanticamente equivalente a uma férmula em forma

normal disjuntiva.
Exercicio 1.9. Demonstra o Coroldrio I1. <

Resolugao 1.6.1. Dada uma formula, € possivel transformd-la numa semanticamente equi-

valente em forma normal disjuntiva, considerando os sequintes passos:
1. obter uma formula apenas com as conectivas A\, V e —

2. obter uma formula em forma normal negativa
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3. aplicar a distributividade: (@ V YP) N0 = (p AO)V (Y A D)
ON(pV)=(ONn@)VI(ONY)

Exercicio 1.10. Determina uma forma normal disjuntiva para

(pVr) < (gA-p)
<&

Resolugao 1.6.2 ([10).

(pVr) = (@A-p)A((gA-p) = (pVrT))
~(pVr)V(gA-p) A(=(gA-p)V(pVT))
(=pA=r)V(gA-p)) A((mgVp)VpVr)

< ((kp A=) V(g A=p)) A(=gVp)) vV (((mpA )
V(gA-p)A(pVrT))

< (p AT A (=g Vp))V(gA-pA(—gVDp))
V(p AT A(pVT)V(gA-pA(pVT))

S (pA-T A=)V (p AT AP)V(gA-pA—q)V (g N —pAp)

(pVr) <+ (gA-p) &
=
=

(
(
(
< (

V(op A=r Ap)V (mp A=r Ar)V(gA=pAp)V(gA—pAT)
S (pA-TrA-q)V(gAN-pAT)
No dltimo passo eliminamos conjuncoes que nao eram satisfaziveis.

Lema 1.2. Uma conjuncao de literais 1 A ... Al é satisfazivel se e sé se para todo o 1 <

i, <n, l; nao € ;.

Exercicio 1.11. Indica se sGo ou nao saisfaziveis as sequintes formulas:
1. pA—-gN—1rAgq
2. "pAgA-TrA-s

o

Corolario 1.2. Uma formula @ em forma normal disjuntiva € satisfazivel se e s6 se alguma

das suas conjuncoes de literais o for.

Obtemos assim um método de determinar se uma féormula é satisfazivel. Em particular, se a

férmula j& estiver em forma normal disjuntiva o método é linear no seu tamanho.
Exercicio 1.12. FEaxplicita este método. ¢

Exercicio 1.13. Determina se a formula (p V r) <> (¢ N —p) € satisfazivel ©
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1.3.3 Forma normal conjuntiva

Uma férmula diz-se em forma normal conjuntiva se for da forma:

(11 V... Vi) Ao Alapt Voo Vagg,)

onde cada o ¢ um literal.

Por dualidade, temos
Lema 1.3. Uma disjungdo de literais I1 V ...V 1, € uma tautologia se e so se para algum
1§i,j§n, ll é—|lj.

Entéao, é facil determinar se uma férmula em forma normal conjuntiva é uma tautologia: basta
verificar se todas as disjungoes sdo tautologias, pelo método dado no Lema 3.

Mas como obter uma férmula em forma normal conjuntiva?

1. se tivermos a tabela de verdade, por um método dual ao da forma normal disjuntiva:
isto é, escolher as linhas que correspondem a F, considerar para cada uma a disjuncao
de literais tal que se z; = V coloca-se —p; e se x; = F coloca-se p;; e finalmente tomar

a conjungao dessas disjungoes (Verifica a corregao!).

2. se tivermos uma férmula, adaptar o método dado para a forma normal disjuntiva, usando

a distributividade para a conjuncao...

Exercicio 1.14. Obtém uma formula em forma normal conjuntiva correspondente a tabela de

verdade dada anteriormente. ¢
Resolugao 1.6.3. Uma formula é:
(=p1Vp2 Vp3) A(p1V —p2Vps) AprVpa vV —ps) AprVp2 Vps)
Exercicio 1.15. Determina uma forma normal conjuntiva equivalente a férmula
(pVr) < (gA-p)

e determina se € ou nao uma tautologia. <

1.3.4 Foérmulas de Horn e Satisfazibilidade

Uma formula de Horn da logica proposicional é uma férmula em forma normal conjuntiva em
que em cada disjunc¢ao existe no maximo um literal positivo. Exemplos de formulas de Horn
sa0:

pA—gA(gV—p)

(—=pV =gV -sVp)A(=gV-rVp) A(-pV-sVs)

(=pV gV —s)A(—qV-rVp) As
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Numa férmula de Horn, as disjungdes —py V...V =p, V p também se podem escrever como

(PLA ... App) = p

ou se p nao existe (ou é F):

(L A...Apy) = F

ou se 0s p; nao existem)

V—op

Nota que nem todas as férmulas tém uma férmula de Horn equivalente...basta que as suas
formas normais conjuntivas tenham mais que um literal positivo que nao possa ser simplifi-
cado...

Para determinar se uma férmula de Horn da logica proposicional é satisfazivel podemos
usar um algoritmo (mais eficiente que a construcao da tabela de verdade correspondente e a
verificagao se para alguma linha a formula tem o valor V).

Vamos ilustrar o algoritmo com a férmula p A =g A (g V —p):

e comecar por colocar numa linha as varidveis proposicionais que ocorrem na féormula e

colocar a formula. Ex:

p\q Hp/\ﬂqA(qvﬂp)

e se alguma das variaveis proposicionais é um dos elementos da conjuncgao atribuir o valor

V a essa variavel (porqué?). Ex:

p \ q H pA—qA(qgV—p)
vl
e Com a informagao dessas varidveis preencher a tabela como se tivesse a construir a tabela

de verdade (para essa linha), analisando cada disjunc¢ao para determinar se, para ela ser

verdadeira, se pode determinar mais valores para as varidveis proposicionais:

p\quAﬂqA(qvﬂp)
v F
Neste caso, g tem de ser V e entao isso pode ser acrescentado:

p\qu/\ﬂq/\(q\/ﬁp)
vivl :
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E voltando a repetir este passo, obtém-se:

p q\
vIv]

\pAﬂq/\(qvﬂp)
| F F

Continuar até mais nada poder ser acrescentado.

e se no passo anterior se atribuir F' a um dos elementos da conjungao, a formula também
fica com o valor F e nao é satisfazivel. Caso contrario podemos atribuir & férmula o valor
V se atribuirmos F as restantes variaveis proposicionais. Nota que assim no maximo

um literal por disjuncdo ¢ F (e as disjungdes nado sado unitérias).

No exemplo que estamos a considerar, a férmula tem o valor F e portanto nao é satis-

fazivel.

Exercicio 1.16. 1. Justifica a correcao do algoritmo, isto €, que atribui o valor verdade

se e s0 se a formula de Horn € satisfazivel.
2. Aplica o algoritmo as sequintes formulas:
o (pVog) A(mgVT)Ag
* pA(=pVa) A (=g Vp)

e pA(-pVaq) Aq

e pA(—pVaq)A—r

1.3.5 Satisfazibilidade

O problema de determinar se uma férmula da légica proposicional é satisfazivel? é um problema
com muitas aplicagoes em Ciéncia de Computadores uma vez que muitos problemas de outras

areas se podem exprimir em termos dele:
e optimizacao: planeamento, escalonamento,etc.
e combinatéria: coloragao de grafos,etc.

e teorias de légica de primeira ordem: programagao linear, aritmética de reais, strings de

bits, apontadores, etc. (resolutores SMT).

e resolucao de puzzles, como o sudoku,etc.

!Normalmente designado por SAT.
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J4a vimos que este problema se pode resolver através da construgao de tabelas de verdade,
mas no pior caso isso pode ser exponencial no ntimero de varidveis. Na realidade, nao se
conhece nenhum algoritmo mais eficiente (i.e., polinomial) para resolver este problema para
qualquer tipo de férmulas. A existéncia de tal algoritmo responderia a uma das questoes mais
importantes da Complexidade Computacional é: P=NP? Isto é, se a classe de problemas de
decisao? que se podem resolver com algoritmos polinomiais (classe P) coincide com a classe
de problemas para os quais se pode verificar em tempo polinomial se um candidato a solugao
é realmente uma solugao (classe NP). No caso da satisfazilibidade de formulas proposicionais
é facil testar se uma dada valoracao torna uma férmula verdeira ou nao.

Contudo, existem classes de formulas para as quais o problema é polinomial (linear): por exem-
plo se a formula estiver em forma normal disjuntiva ou for uma férmula de Horn. Por outro
lado, no caso geral existem diversos algoritmos que na pratica se comportam muito melhor
que o da construcao de tabelas de verdade. Estes algoritmos podem ser aplicados a férmulas
genéricas (com qualquer tipo de conectiva) mas sdo especialmente simples se as formulas es-
tiverem em forma normal conjuntiva (FNC). Este tipo de férmulas pode ser representado de

forma compacta usando a nocao de cldusula.

1.3.5.1 Clausulas

Definicao 1.9. Uma clausula € uma disjuncao de literais 11 VsV ...V i,, n > 0. Uma
cldusula pode-se representar por um conjunto de literais. Se n = 0 dizemos que a clausula €

vazia e corresponde a F. Sen =1 dizemos que a cldusula € unitéria.

Por exemplo pV—qV—pVs é uma clausula e pode representar-se por um conjunto {p, =q, —p, s}.
Qualquer féormula da logica proposicional em FNC pode-se representar por um conjunto de

clausulas. Por exemplo,
“pA(gVTrVag) A(=rV=as)A(pVs)A(agV —s)
pode ser vista como um conjunto de clausulas:

{{_'p}7 {Q7 T}v {_'7"’ _'5}7 {pa 5}7 {_'Qa _‘5}}

E como qualquer férmula é equivalente a uma em FNC, se tivermos um método para de-
terminar a satisfazibilidade de clausulas, temos um método que se pode aplicar a qualquer

formula.

2Cuja solucdo & sim ou ndo.
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Definicdo 1.10. Dado um literal | designamos por literal complementar o literal [ definido
por:
P { =1, sel € uma varidvel (positivo)

p, sel € da forma —p (negativo)

Como vimos no Lema 3, uma clausula é uma tautologia se contém um par de literais com-
plementares p e —p. Estas clausulas podem ser retiradas do conjunto sem alterar a satisfazi-
bilidade.

1.3.5.2 O algoritmo de Davis-Putnam

O algoritmo que vamos apresentar é uma variante do original de 1960 |[DP60, DLL62| e que
continua a ser a base de muitos dos algoritmos que actualmente sdo mais competitivos (estando
as diferengas nas estruturas de dados e nas diversas heuristicas que usam).

A ideia base do algoritmo é considerar para cada varidvel os possiveis valores de verdade e
simplificar a formula de acordo com essas atribui¢oes até se poder concluir que ela é ou nao
satisfazivel. As simplificages incluem um caso especial para as clausulas unitarias. Por uma
questao de legibilidade vamos continuar a representagao de cada clausula usando disjungoes

(em vez de um conjunto de literais).

Definicao 1.11. Seja S um conjunto de cldusulas. Um conjunto S’ € obtido de S por pro-
pagacao unitaria se S’ se obtém de S por repeti¢io da sequinte transformacao: se S contém

uma cldusula unitdria (i.e. com um unico literal 1), entao:

1. remover de S todas as cldusulas da forma IV C’

2. substituir em S cada cldusula da forma v pela cldusula C”.
Exemplo 1.7. Considera o sequinte conjunto de cldusulas:

{p1, 71 V 2,3 V P2, =7 V p2,7p3 V pa, p3 V ps, pa V p Vg, @)

—p5 V pe V r,mpV gV pe,pV pr, TV pr}

Aplicando a propagacdo a p1 resulta em:

{=p2,p3 V p2, =07 V p2,—p3 V pa, —p3 V ps, —ps V p V gq,

(1.2)
=p5 V=6 V' r,mpV =gV pe,pV pr,—rV pr}
Aplicando a propagac¢do a —po resulta em:
{p3, =7, =3 V pa, =3 V ps,mps V —p V q, (13)

—p5 V pe Vr,pV =gV pe,pV pr, TV pr}
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Depois de aplicar a propagacdo a p3 e —p7, temos:
{p1,p5,=p1 vV =pV g, 7ps V =pg V 1, =p V =g V pe, p, ) (1.4)
Propagando para pg, ps,—r e p vem:
{¢: =ps, ~q V pe} (1.5)
E finalmente propagando para q e —pg:
{F} (1.6)

o que determina que o conjunto inicial de clausulas é nao satisfazivel (e neste caso usando sé

propagagdao unitdria).

O algoritmo basico de Davis-Putnam é o seguinte:

DLL(S) {
input: conjunto de clausulas S

output: satisfazivel ou nao satisfazivel

S := propaga(S)

if S vazio then return satisfazivel

if S contem F then return nao satisfazivel
1 := selecciona_literal(S)

if DLL(S U {i}) = satisfazivel
then return satisfazivel

else return DLL(S U {i})

A funcao propaga implementa a propagacgao unitaria. A fungdo seleciona_literal retorna
um literal da clausula. Esta fungao podera ser considerada um parametro do algoritmo, pois
uma escolha adequada do literal pode tornar o algoritmo mais eficiente. Possiveis critérios
sao: escolher uma varidvel que ocorre mais vezes; que o produto das ocorréncias de [ e [é
maximo; que ocorre mais vezes em clausulas de tamanho minimal, etc.

Para verificar a satisfazibilidade de um conjunto de féormulas seré necessario primeiro converté-

lo para um conjunto de clausulas.

Exemplo 1.8. Vamos aplicar o algoritmo DLL ao sequinte conjunto de cldusulas:

S ={-pV-q-pVagpV-qpVq} (1.7)
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Como nao tem cldusulas unitdrias nao podemos aplicar a propagacdo. Temos que seleccionar
um literal, por exemplo, —p. Consideremos, primeiro, o conjunto S aumentado com —p.

Podemos nesta caso aplicar a propagacao (=) sucessivamente:

{-pV-q,~pVag,pV—-qgpVq-p}=>
{~a,q} = {F}

(1.8)

Como S U {—p} € nao satisfazivel, pelo algoritmo temos que considerar ainda S U {p}. Neste

caso a propagacao é:

{-pV-q¢,=pVaqgpV-qpVaqnp}=

(1.9)
{=q,q} = {F}

E o algoritmo retorna nao satisfazivel.
Pode-se demonstrar que:

Proposigao 1.6. O algoritmo DLL é correcto e completo para a satisfazibilidade de um con-
gunto de cldusulas S, i.e. o algoritmo retorna satisfazivel se S é satisfazivel e retorna

nao satisfazivel se S € ndo satisfazivel.

Podemos considerar ainda algumas optimizacoes a este algoritmo. A primeira é a eliminacao
de tautologias que pode ser feita apenas uma vez quando se converte uma férmula (ou conjunto
de formulas) para um conjunto de clausulas (e usando o Lema I3), dado que o algoritmo nao
introduz tautologias. Outra optimizacao pode ser feita quando uma varidvel p s6 aparece

positivamente ou s6 negativamente (—p) num conjunto de clausulas.

Definigao 1.12. Um literal l é puro num conjunto de cldusulas S, se S nao contém cldusulas
da forma IvC. A eliminacao de literais puros remove do conjunto de cldusulas todas as

clausulas que contém um literal puro.

Exemplo 1.9. Considera a formula =((p — ¢) A(pANq = 1) — (-p — r)). Uma FNC

equivalente em forma clausal é:
{-pVg,—pV-qVr —p -r} (1.10)

O literal —p € puro neste conjunto, portanto todas as clausulas em que ele ocorre podem ser
eliminadas. Ficamos apenas com {—r}. Como também é puro, podemos eliminar e concluir

que o conjunto € satisfazivel.

Para implementar esta eliminagao, basta termos um contador com o ntmero de ocorréncias

de cada literal . Quando esse contador for 0, o literal [ & puro.
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Exercicio 1.17. Aplica o algoritmo DLL ao sequinte conjunto de cldausulas:

{pVaVr,—pV-ogqV-rpV-oqV-rpVqV -,
(1.11)
“pVq, pVr,pV-ogVr}

o
Exercicio 1.18. O seguinte conjunto de cldusulas formaliza o principio de Dirichlet (ou pige-
onhole) para 3 pombos e 2 poleiros: € impossivel colocar 3 pombos em 2 poleiros de modo que
cada poleiro sd comtém um pombo! Considera o sequinte conjunto de varidvies proposicionais
{pij | i=1..3,j = 1,2} em que p;; denota que pombo i foi colocado no poleiro j. As cldusulas

sequintes indicam que cada pombo € colocado nalgum poleiro:

P11V p12,p21 V P22, P31 V P32

Agora € necessdrio formalizar que cada poleiro tem no mdximo um pombo: para cada par de
pombos iy e iy e qualquer poleiro j tem-se que ambos nao podem estar em j, i.e. =(Piyj A Disj)

ou equivalentemente —p;,; V —pi,;. Temos entao 6 cldusulas:

—p11 V —p21, 7p11 V P31, P21 V Tpsi,
—p12 V P22, P12 V P32, P22 V p3s.

Mostra a nao satisfazibilidade o conjunto de 9 cldusulas usando o algoritmo DLL. ¢

Leituras suplementares [BEOU| (Cap. 3, 4, 7) [HRO0O| (Cap 1.5) [GLMY7| (Cap 2.2, 4.3)

1.4 Sistemas dedutivos

Considera os raciocinios seguintes:

1 Todos os homens sao mortais

Sécrates é um homem

2
3 | Socrates é mortal

1 Todos os actores ricos sao bons actores

Brad Pitt é um actor rico

2
3 | Brad Pitt é bom actor

Informalmente, um raciocinio é uma sequéncia de afirmacgoes das quais uma — a conclusao —

deve ser consequéncia das restantes — as premissas. A conclusao é uma consequéncia logica
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das premissas, se for verdadeira sempre que as premissas forem verdadeiras. Neste caso temos
uma raciocinio vdlido. Num raciocinio valido se as premissas forem verdadeiras, o raciocinio
é integro. Nos exemplos anteriores, o primeiro raciocinio é integro, mas o segundo nao: a

primeira premissa é falsal

1.4.1 Meétodos de dedugao

Como podemos mostrar que uma conclusao € uma consequéncia logica das premissas?
Construindo uma sucessdo de passos em que em cada um a conclusdo é inequivocamente
consequéncia das conclusoes e premissas anteriores. Formalmente iremos considerar sistemas
de deducao.

Por outro lado, para mostrar que uma conclusao nao é consequéncia ldgica das premissas,
temos que mostrar que existe uma situacao em que as premissas podem ser verdadeiras e a

conclusao falsa. Essa situagao é designada de contra-exemplo.

1.4.2 Sistemas de dedugao axiomaticos

Um sistema de dedugao axiomatico D é um método sintactico, constituido por:
axiomas (logicos): formulas base, que caracterizam as propriedades das conectivas
regras de inferéncia: modos de obter férmulas a partir de outras

Definigao 1.13. Uma sucessao finita de formulas ¢1,. ..o, € uma dedugao de p, em D a
partir de um conjunto X de formulas se para cada 1 <1 < n se verifica:

e o EY

® ©; € um arioma

o ; resulta de @1 ...p;—1 por aplicagao duma regra de inferéncia
Neste caso diz-se também que @, pode ser deduzido a partir de ¥ e escreve-se X Fp .
A formula ¢, € um teorema (de D) se ¥ = () e escreve-se bp ¢,. Neste caso, a dedugao

1, ... on diz-se uma demonstracao de . Se ¥ = {b1,...,0,} € finito, em vez de ¥ Fp ¢

escreve-se

01,0 D @

e D serd omitido se for explicito no contexto.
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1.4.3 Sistema de deducao natural, DN

Sistema inventado por G. Gentzen (1935) (e também por S. Jaskowski), e cujas regras pre-
tendem reflectir as formas de raciocinio usadas nas demonstragoes matemaéticas. Nao tem
axiomas, s6 regras de inferéncia. Uma das suas originalidades, em relagdo a outros sistemas
axiomaticos, é possibilidade de introduzir hipoteses no meio da deducao, mas que terao se
ser eliminadas antes da dedugdo perminar. Outra caracteristica é a dualidade das regras.
Para cada conectiva logica existem dois tipos de regras: de introdu¢ao (da conectiva) e de
elimina¢ao (da conectiva).

Consideremos um exemplo. Suponhamos que queremos concluir que

(pV(gAr)) = (Vg APVT))

é uma tautologia (é valida).

Para tal, supomos que (p V (¢ A r)) se verifica e tentamos concluir ((p V ¢) A (pV r)). Como
temos uma disjuncao no antecedente, temos que supor separadamente que p se verifica ou que
(gAr) se verifica (eliminagao de V). Suponhamos p, entao pV ¢ também se verifica (pois numa
disjungao basta que um se verifique) (introdugio de V), e também temos p V r (introdugao
de V). Mas entdo, também se verifica a sua conjuncao ((pV ¢) A (pV r)) (introdugao de N).
Agora se (g Ar) se verifica, entdo g e r verificam-se (eliminagao de N). Entao (pVq) e (pVr),

também se verifica, assim como a sua conjuncao. Temos a seguinte drvore de demonstracao:

P gAT
pVyq q
pVvVr T
(pva)A(pVr)) pVygq
pVvr

(pva)A(pVr))

Como supondo (pV (gAr)) se “deduz” ((pV ¢) A (pVr)), podemos concluir que (pV (gAT)) —
((pVaq)A(pVr)) (introdugdo de —).
Vamos agora formalizar as regras de inferéncia DN.

Uma regra de inferéncia é da forma:
de @1 ... g infere-se p,

e pode ser representada graficamente (em arvore) por:

L1y -5 Pk
Pn
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1.4.3.1 Regras DN para a conjungao

Introducao de A

v v
pAY
Se ja deduzimos ¢ e ¥ entdo podemos deduzir ¢ A 1)

I

Eliminagao de A

NP N
@ (0

Se deduzimos ¢ A ¥ podemos deduzir ¢; e podemos também deduzir .

NE2

Exemplo 1.10. Mostrar que p A q,r = qAr.

Resolucao 1.10.1. Podemos construir a dedu¢ao numa arvore:

A
pfq g NEg T

gAT

AN

em que as folhas sao as premissas. Mas estas drvores podem ficar muito grandes, portanto
vamos considerar uma representacdo linear para as dedugoes: numeram-se 08 passos, Separam-
se as premissas e, para cada passo, indica-se qual a regra a aplicar e quais as formulas que

intervém. Para o deducao anterior, temos

1 | pAg

2 |r

3 7 ANE, 1
4 |qgAr AL 3, 2

Esta notacg@o para a representacao de deducoes naturais denomina-se notagao de Fitch.
Exemplo 1.11. Mostrar que (p Aq) AT E 1 Agq

Resolucgao 1.11.1.
L | (pAg AT

2 | pAg AE, 1
3 |r AE, 1
4 |q AE, 2
5 | rAgq A 3, 4
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As regras para a conjuncao, em notacao de Fitch, sao:

NP

%) AE

oA

wAY Al

1.4.3.2 Regras DN para a disjungao

Introducao de Vv

¥ ¥
eV oV

Se ja deduzimos ¢ podemos deduzir qualquer disjun¢ao que contenha (.

VIo

Eliminagao de Vv

eV Y

e se ja deduzimos a disjuncao ¢ V ¢
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e se supusermos ¢ deduzirmos v (numa sub-dedugao)
e e se supusermos ¢ deduzirmos vy (numa sub-dedugao)

e entao podemos deduzir y

Nestas regras, expressoes [¢] indicam que estamos iniciar uma sub-dedug@o com premissa ¢,
que s6 deve ser considerada nessa sub-deducéo. As sub-dedugdes tém de terminar pela ordem
em que foram iniciadas. Neste caso as sub-dedugoes terminam quando v for deduzido. Na

notacao de Fitch, cada sub-dedugao é iniciada com uma indentagao.

Exemplo 1.12. Mostrar que (p A q)V (g A1) F q.

Resolugao 1.12.1.

L | (pAg)V(gnr)

2 pAq

3 q AE, 2

4 qnNT

5 q AE, 4

6 |q VE, 1, 2-3,4-5

As regras para a disjuncao, em notacao de Fitch, sdo:

2
pVa VI
2
YV VI
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eV
¥
Y
Y
¥ VE

1.4.3.3 Regra DN de Repetigao

Numa deduc¢ao podemos sempre repetir uma conclusao ja obtida. A essa regra chamaremos

repetigao:
“r
¥
Exemplo 1.13. Mostrar que (p Aq)V qt q

Resolucao 1.13.1.

L | (pAg Vg

2 PAq

3 q AE, 2

4 q

51 |q R, 4

6 |qg VE, 1, 2-3, 4-5

1.4.3.4 Utilizagao de sub-dedugoes

Como ja foi referido, uma deducgao pode ser composta por sub-dedugoes que introduzem novas
premissas. Mas nem essa premissa, nem as formulas delas deduzidas podem ser usadas depois

da sub-dedugao em que ocorrem terminar. Considera a seguinte deduc¢ao:
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L | (pAg)V(gnT)

2 PAg

3 14 AE; 2

4 q AE; 2

5) qnNT

6 q AE, 5

7 lgq VE, 1,24, 56
8 | gAp AL 7,3

Esta dedugao estda ERRADA! No passo 8 é usado um passo que ocorre numa sub-dedugao que
ja terminou. Uma sub-dedugao ¢ iniciada com a introdugao de novas hipoteses (premissas) e
as dedugoes ai feitas dependem delas. Quando termina a sub-dedugao, essas hipéteses deixam

ser assumidas e portanto nao se podem utilizar!

1.4.3.5 Regras DN para a Negacao

Eliminagao de —

Corresponde a uma das partes do principio da dupla negagao.

—|—|s0ﬁ
¥

E

Introducgao de —
Esta regra corresponde a demonstragoes por contradi¢cao. Representamos por F uma contra-

di¢ao (p.e., o A ).

(]

F
P

-1

Se supondo ¢ podemos deduzir uma contradi¢cao, entdao podemos deduzir - das premissas
originais.

Na notagao de Fitch temos:
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_'_'90

all

Se nao considerarmos F como uma abreviatura de ¢ A =, temos de ter uma regra para o

introduzir®:

Introdugao de F

P
F

FI

Se deduzimos ¢ e —p entao temos uma contradicao.

Exemplo 1.14. Mostrar que ¢

Resolucao 1.14.1.

Eliminagao de F

Se deduzimos uma contradigao,

F .

L ¢
2 | P
3 F FI, 1,2
4 | == -1, 2-3
—FE
©

entao podemos deduzir qualquer férmula.

3caso contrario podemos ignorar...
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Definigao 1.14. Um conjunto de formulas 3. diz-se inconsistente se > F.

R

p FE

1.4.3.7 Meétodos de demonstracao

Vamos ilustrar algumas aplicagoes das regras anteriores, em demonstragoes em matemaética.

Demonstragao por casos A regra da eliminagao da disjungao corresponde ao método

de demonstragao por casos. Consideremos o seguinte problema:
Mostrar que existem irracionais b e ¢ tal que b° € racional
~ ~ . V2 , , . . .
Demonstragio. Demonstracao por casos: Seja /2" . Este ntimero é racional ou irracional.
V2, . ~
e Se v/2V7 é racional entao basta tomar b = ¢ = /2

e Se \@ﬁ é irracional, entao seja b = \@ﬁ e ¢ =+/2. Vem b° = \/Q\/ix/5 = \@2 =2,

que é racional.

O

E de referir que a demonstragdo anterior nao é construtiva, uma vez que nao foi determinado

V2, - .
se \/5 ¢ ou nao racional.
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Demonstragao por contradigcao A regra da introdugao da negacgao, é usada nas de-
monstragoes por contradigao, isto é, supoe-se a negagao do que se quer provar e chega-se a

um absurdo. Suponhamos o seguinte problema:
Mostrar que /2 ndo € racional.

Demonstragio. Suponhamos que /2 é racional. Entdo existem p e ¢ tal que v/2 = p/q, com
um deles impar (porqué?). Entao z—z =2. E p? = 2¢%. Entao p? é par e p também (verifica!).

E 4| p?e4|2¢% Mas entdo ¢*> também é par! Temos entdo uma contradicio. O
Exemplo 1.15. Mostrar usando o sistema DN :

a) =pV gk =(pAg)

b) = =(pA-p)

¢) ~(=pVq)kp

Resolugao 1.15.1. a) =pV =g+ =(pAgq)

I A
2 —p
3 —p Ng
4 P ANE, 3
5 F FI, 2, 4
6 —(pAq) -1, 3-5
7 -q
8 —p A q
9 q ANE, 8
10 F FI, 7,9
11 =(pAq) -1, 8-10
12 | =(pAq) VE, 1, 2-11
b) = =(pA-p)
1 pPATp
2 D AE, 1
3 -p AE, 1
4 F FI, 2,3
5 | =(pA-p) -1, 14




1.4. SISTEMAS DEDUTIVOS 39

c) ~(=pVaq)kp

1 | =(=pVa)

2 —p

3 -pVq VI, 2

4 F FI, 1,3
5 | - ~1, 24
6 |p ~E, 24

Leituras suplementares [BE00| (Cap. 2,5,6)

1.4.3.8 Regras DN para a implicagao

Eliminacao de — (modus ponens)
Esta regra é habitualmente conhecida por modus ponens (em latim, modo que afirma) e
corresponde a raciocinios condicionais:

P ¢%¢%
(0

Se ja deduzimos ¢ e ¢ — 1, entdo podemos deduzir 1.

E

Exemplo 1.16. Mostrar que p,p — q¢,p — (¢ — r) .

Resolucao 1.16.1.

1 Ip=>(g—r)

2 |p—yq

3 |p

4 7—> r —FE 1,3
5 | q —FE 2,3
6 |r —FE 4,5

Introdugao de — (regra da dedugao)
A regra para introduzir uma implicagdo necessita duma sub-dedugdo: supondo ¢ tentamos
deduzir 1. Se tal acontecer, terminamos a sub-deducao (retirando a suposi¢ao) e concluimos
© — P:

[«#]

—I

o=y
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Exemplo 1.17. Mostrar que (pV q) = rtp—r.

Resolugao 1.17.1.

[ S N O \V)

(pVaq) —r

p

pVq VI, 2

r —FE, 1,3
p—=T —1, 24

As regras para a conjungao, em notagao de Fitch, sao:

1.4.3.9 Dedugoes sem premissas

P —E

Com a introdugao da implicagao (regra da dedugao) podemos converter qualquer dedugao com

premissas numa deduc¢do sem premissas:

Exemplo 1.18. Mostrar que - o — ——¢.

Resolucgao 1.18.1.

(O N N )

v
—p
F FI, 1,2
—_— ~1,2-3

® — T —I1, 14
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Em geral temos:
Lema 1.4. (da dedugdo) XU {p} 1) se e sdse Xt o — .

Demonstragiao. =: Se ¥ U {¢} F 1, obtemos X F ¢ — 1, supondo ¢, usando a dedugao
anterior até obter 1 e aplicando a regra — 1.

<: Se ¥ F ¢ — 1, para obter ¥ U {¢} F 1, usamos apenas dedugao de 1 supondo ¢. O
1.4.3.10 Algumas regras derivadas de DN
A partir das regras base podemos obter regras derivadas que correspondem a teoremas no

sistema DN (eventualmente usando o lema da dedugao).

Modus Tollens (em latim, modo que nega)

o=
—p

MT
Exemplo 1.19. Mostrar que ¢ — ¥, —p F —p.

Resolucao 1.19.1.

L o=

2 |

3 @

4 ) —E 1,3
5 F FI, 2, 4
6 | -1, 3-5

Introducao da dupla negacao

7‘|ﬁI
—|—|(10
Reducao ao absurdo
[—e]
F
RA
2

Se tivermos uma dedugdo de F supondo — podemos ter uma dedugao de - — F. Entao

basta mostrar - — F I ¢:
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1 | ~p—F
2 e
3 F —E, 1,2
4 | - -1, 2-3
5 | e —-E, 4
Terceiro excluido
oV ﬁ@TE
1 —(p Vo)
2 @
3 pV e VI, 2
4 F FI, 1,3
) - -l 24
6 oV -p VI, 5
7 F FI, 1,5
8 | pV-p RA, 1-7
Exemplo 1.20. Mostrar ~q — —p+ p — —-—q.
Resolugao 1.20.1.
1 | ~gq——p
2 p
3 —=p -1, 2
4 ——q MT, 1,3
5 | p——q —I, 24

Observagoes para a obtengao de uma dedugao duma férmula ¢

e Se a formula ¢ for uma implicagdo ¥ — 6, supor ¥ e deduzir 0; aplicando de seguida a

regra da introducao da implicacao.

e Se a férmula ¢ for uma negagao —, supor ¢ e deduzir F'; aplicando de seguida a regra

da introdugao da negacgao.

e Por redugao ao absurdo: supor —p e deduzir F. Caso haja uma negacao —1 nas premissas

(ou ja deduzida), poder-se-a4 deduzir ¢ para obter F.
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e Suponhamos que uma das premissas é ¢ V 1) e se pretende deduzir . Podemos: supor
i e deduzir v, supor ¢ e deduzir ~; aplicando de seguida a regra de eliminacao da

disjuncao.

e Suponhamos que uma premissa é - e pretendemos obter F: podemos tentar obter ¢ e

aplicar a regra da introdugao de F'.

e Suponhamos que temos uma implicagdo ¢ — 6. Podemos entao tentar deduzir ¢ e

aplicar a regra da eliminac¢ao da implicacdo (modus ponens) para obter 6.

Notar que cada passo da deducgao tem de ser obtido por aplicagdo duma regra ou ser uma
repeticao duma férmula ja deduzida ou uma premissa. Assim cada passo de dedugao tem de
ser ou uma suposi¢ao ou resultar da aplicagdo duma regra a férmulas ja deduzidas, pelo que

nao se podem usar "equivaléncias seménticas".

1.4.3.11 Equivaléncia dedutiva

Dadas dumas formulas ¢ e ¢, dizemos que ¢ e ¢ sdo dedutivamente equivalentes se e s6 se
pFY eyt e E denotamos por ¢ —F 1.

Exercicio 1.19. Mostra que ¢ =+ se e sé se - (p = V) A (Y — ¢). ©
Proposicao 1.7 (Contraposigao).
o= b - > g

Demonstra¢ao. Vamos mostrar s6 ¢ — ¢ - =) — —:

L le—=19

2 1

3 - MT, 1, 2
4 | ¢ — - —I, 2-3

1.4.3.12 Tlustracao da aplicagao das regras

Demonstragao duma afirmagao condicional Como ji vimos, a regra da introducao
da implicacgao corresponde & demonstracao de uma condicional. Suponhamos que queremos

mostrar que:

Se n? € par entdo n € par
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Demonstra¢io. Suponhamos que n? é par. Vamos provar que n é par, por contradicio. Su-

ponhamos que n é impar, entao n = 2m + 1, para algum m. Entao:
n?=2m+1)? =4m* +4m +1=22m* +2m) + 1

que é impar! Entao n é par. E temos demonstrada a implicacao. O

Demonstragao por contraposicao De igual modo temos as demonstragoes por contrapo-
sigdo. Suponhamos que queremos mostrar que:

Se n ndo € par entio n® nao € par

Demonstra¢do. Suponhamos que n nao é par, i.e é da forma n = 2m + 1, para algum m.
Entao:
n?=02m+1)> =4m?® +4m+1=2(2m> +2m) + 1

2

o que mostra que n* é impar, e portanto nao é par. Entao temos demonstrada a implicagao. [

Neste caso evita-se a reducao ao absurdo...

Exemplo 1.21. Mostra que:

a) FpV=(pAg)

b) ~(p AY) oV =y

¢)F(PAQ VPV oy

d) ¢ >V

e) Fo— (Y —o)
fIE@—=0—=0)=(¢—=v¢)—=(p—10)

9) F (=Y = ) = (¢ = ¢) = )
Resolugao 1.21.1. a) FpV = (pAq)

Supondo a regra do terceiro excluido (TE)

L | =(pAgV(pAg) TE

2 PAq

3 P AE, 2

4 pV=(pAq) VI, 3

5 ~(pNq)

6 pV=(pAq) VI, 5

7 | pV-(pAq) VE, 1, 2-4, 56
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b) =(p AY) F =V

L | =(eAy)

2 (—p vV =)
3 P

4 —p VY
5 F

6 T

7 ©

8 -

9 —p V
10 F

11 ——)

12 ¥

13 AP

14 F

15 | ==(me V)
16 | ~pV 9

c) F(pANq)V-pV—q

VI, 3
FI, 2, 4
~1, 3-5
~E, 6

VI, 3
FI, 2,9
~1, 8-10
~E, 11
AL T, 12
FI, 1, 13
-1, 2, 14
~E, 15

45

Usar a regra do terceiro excluido com (p A q)V —(p A q) e ver a resolugao do exercicio

anterior
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d) o = E-pVy

L Je—=19
2 —(me V)
3 4
4 =V Vi, 3
5 F FI, 2,4
6 ——p -1, 35
7 % -F, 6
8 ) —FE 1,7
9 VY VI, 8
10 F FI, 2,9
11 | == (= V) —1, 2-10
12 | =V ~E, 11
e) Fo— (Y —o)
1 @
2 | | v
3 '7 R, 1
4 Y — @ —1, 2-3
5 o= (W =) —I, 14

E@—=@—=0)—=((¢g—=v) = (p—10)

1 = (Y —0)

2 (o =)

3 2

4 7 —FE 2,3
5 Y —0 —E 1,3
6 0 —E 4,5
7 w—0 —1, 36
8 (p—= 1) = (p—0) —1I, 2-7
9 =W —=0)—=(p—vY)—=(p—0) —1I, 1-8
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9) B (=% = —p) = (¢ = ) = )

1 =

2 =

3 1

4 © —FE 2,3
5 - —E 1,2
6 F FI 4,5
7 e -1, 3-6
8 (0 -E, 7

9 (= = @) = ¢ —1,2-8
10 | (7 — =) = (7 = ) = ¢ —1, 19

Leituras suplementares [BEQ0| (Cap. 8.1-2)

1.5 Integridade e completude de um sistema dedutivo

Um sistema dedutivo é um conjunto de regras, puramente sintécticas. Para que possa ser
usado para obter a validade ou consequéncia logica de formulas é necessario (desejavel) que seja
integro e completo. Isto é: que o que se deduza seja consequéncia seméantica das premissas,
e se uma formula for consequéncia seméantica das premissas entao existe uma dedugdo para

ela.

Definigao 1.15 (Integridade). Um sistema dedutivo é integro, se dado um conjunto ¥ de
premissas e uma conclusao @, se existe uma deducdo de @ com premissas X, i.e X Fp p,
entdo a conclusao ¢ é consequéncia semantica de 3, i.e ¥ = . Em particular, se Fp ¢ entdao

¢ € uma tautologia (= ¢) .

Definigao 1.16 (Completude). Um sistema dedutivo é completo, se dado um conjunto 3 de
premissas e uma conclusio ¢, se @ € consequéncia semdntica de X, i.e X |= ¢, entdao existe
uma dedugao de ¢ com premissas 2, i.e ¥ bp @. Em particular, se ¢ € uma tautologia (= ¢)

entao Fp .

1.5.1 Integridade do sistema de dedugao natural DN

Proposicao 1.8. Se ¥ ¢ entao ¥ = .
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Demonstracao. Suponhamos que temos uma dedugao de ¢, ¢1,...,¢0, = . Vamos mos-
trar que em cada passo a formula que ai ocorre é consequéncia seméntica das premissas (ou
hipoteses) que ai sao assumidas.

Provamos por reducao ao absurdo: Suponhamos que existe um passo p que contém uma
férmula que nao é consequéncia seméntica das premissas assumidas em p. E seja p o primeiro
desses passos . Vamos ver que qualquer que seja a regra de DN aplicada em p, temos uma
contradi¢do. O que permite concluir que nao existe tal passo p. Fazemos a demonstragao
por casos, considerando cada uma das regras. Basicamente temos dois tipos de casos: os que
correspondem a regras com sub-dedugoes e os a regras sem sub-dedugoes.

Suponhamos que a regra a aplicar é a eliminacao da implicagao:

—E
Seja 0 a formula deduzida no passo p por aplicacao de — E
”ﬂ ap — 0ep Esejam ¢i,...,pr as premissas assumidas
em 6, e, por hipotese, 6 nao é consequéncia seméantica delas.
Mas as premissas para @ — 0 e ¢ estao entre os @1, ..., Pk
e ambos sao consequéncia seméanticas delas:
1 $1
n |p—~0
P2
l ®
3
P 0
Considera a tabela de verdade para as formulas @1, ..., ¢r,0,p0 — 0 e 6. Por hipdtese, existe

uma valoragdo v tal que v(y;) = V, 1 < i < k e v(f) = F. Mas também tem-se que
v(p) = v(p — 0) = V. Mas isto contradiz a tabela de verdade para a implica¢do. Portanto
concluimos que esta regra nao pode ser aplicada no passo p (se existir).

Vejamos agora o caso da regra da introdugao da implicagao:
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—1

[«] : Suponhamos que o passo p deduz ¢ — 6 por aplicagao da

: regra — I a uma sub-dedugao com premissa ¢ e conclusao

(4 0. Sejam ¢1,...,p, as premissas assumidas em ¢ — 6.
ooy Em 6 as premissas sao algumas das ¢1,...,0r € ¢. E @ é

consequéncia seméantica dessas premissas.
o —0
Seja a tabela de verdade para ¢1,..., 9k, @, ¢ — 0 e 6. Por hipdtese, existe uma valoragao

v tal que v(p;)) =V, 1 < i< kewv(p — 0) =F. Entao temos também que v(p) = V e
v(0) = F. Mas isto contradiz o facto de 0 ser consequéncia semantica de ¢1,..., @k e p. Logo

esta regra também nao pode ser aplica no passo p.

Suponhamos que a regra a aplicar é a eliminagao da disjungao:

VE
o] [¥] : Suponhamos que o passo p deduz 0 por aplicagao da regra VE
' ‘ a ¢V e duas sub-dedugoes uma com premissa ¢ outra com
oV Yo premissa ¢ e ambas com conclusdo 6. Sejam ¢1,...,Qk as
¥

premissas assumidas em 6 (no passo p) e por, hipotese, 6 nao
é consequéncia semantica delas. Mas ¢ V @ é consequéncia

semantica de algumas delas.
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n oV
R
l 0
|
m 0
P 0
Seja a tabela de verdade para ¢1,...,9r, @ V 1, e 8. Por hipotese, existe uma valoracao v

tal que v(p;)) = V, 1 <i <k, v(pV)=Veov(d) =F. Entdo também, ou v(¢) = V ou
v(1) = V. Ambos os casos obrigavam a v(f) = V, no passo [ ou no passo m respectivamente,
uma vez que nesses passos 6 é consequéncia seméantica de ¢1,..., ¢k, € @ ou 1. Mas isto
contradiz a hipotese de se ter v(f) = F.

Vamos apenas considerar mais um caso. Suponhamos que se aplica a regra da eliminagao de

F:
FE : Suponhamos que no passo p se deduz ¢ de F. Sejam ¢1,...,pr as

premissas assumidas em @, que sdo as premissas assumidas em F (e das

S [

quais F é consequéncia seméantica). Mas isto s6 pode ser se @1, ..., @k
forem todas contradi¢oes. E portanto ¢ é (vacuosamente) consequéncia

seméantica de 1, ..., k.

Depois de analisados os restantes casos e em todos obtermos uma contradi¢dao, podemos con-
cluir que uma deducéo no sistema DN nao pode ter passos que nao sejam consequéncia

semantica das premissas. O

Corolario 1.3. Se F ¢ entao = .

A integridade da dedugao natural permite-nos determinar se nao existe uma dedugao de uma
formula v a partir de premissas @1, ..., ¢, (1.€ @1,..., ¢, 17 1): basta encontrar uma valoragao

vtal que v(p;)) =V, 1 <i<newv(®)=F (ie que ¢1,...,p, = ). Nota, contudo, que a
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integridade nao permite concluir que se 1 é consequéncia seméantica de ¢1, ..., @, entao existe

uma dedugao...isso é a completude.
Exercicio 1.20. Mostra que -pV (¢ = p) i/ “pAgq. ©

Exercicio 1.21. Termina a demonstrag¢ao da proposi¢ao 8. <

1.5.2 Completude do sistema de dedugao natural DN

Vamos ver que a deducao natural DN é completa para a loégica proposicional: qualquer
consequéncia seméantica pode ser deduzida em DN; em particular todas as tautologias sao
teoremas de DN.

Seja v uma atribui¢ao de valores as varidveis. Para cada féormula v, define-se

¢U_{¢ sev(y) =V
¢ seu(y)=F

Lema 1.5. Seja ¢ uma formula cujas varidveis proposicionais sao qi,...,GQn, € S€Ja U umMa

atribuicdo de valores as varidveis. Entao
v v v
q17 e 7qn l_ QD

Por exemplo, seja pAq, v(p) = Vewv(q) = F. Temos que p’ = p, ¢ = ~qe (pAq)’ = =(pAq).
Entao pelo lema, vem que p, =g+ —(p A q).

Demonstra¢ao. Por indugao estrutural na formula ¢ (= no namero de conectivas que ocorrem
em (p):

¢ = q1 Entao é claro que ¢j - ¢}

© =1 etem-se que qy,...,qy F ¢} por hipotese de indugao. Se v(¢) = V, entao v(p1) = F,

donde @' = =1 = ¢y e portanto ¢f,...,q, F ¢¥. Caso contrario, v(¢) = F, entao

v(p1) = V, entdo ¢ = ¢1 e p¥ = =—p;. Podemos estender a dedugao de ¢f,...,q¢2 F o1

usando a regra ——I e obtemos uma dedugao ¢, ..., q, F 7o = ¢".

© = 1 0 g onde o pode ser A, V ou —. Sejam p1,...,p; € r1,...,Tk, respectivamente as va-
ridveis proposicionais que ocorrem em @1 € Y2, € {q1, ..., qn} = {p1, ..., P }U{r1, ..., 11}
De p{,...,pf F o] er],...,r} = 5 podemos deduzir, usando a regra Al

ats -5 qn =97 Ay

donde temos de deduzir ¢v.
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© =1 — @2 Sev(p)=F, entdo v(p1) =V e v(p2) = F. Entao ¢} = 1 e ¢ = —pa,
eqi,...,q5 F @1 AN —pa. Para ter ¢f,...,q0 - —(p1 — p2), basta que @1 A —pa -
—(p1 — p2) (mostral).
Se v(p) =V, temos 3 casos:
e v(p1) = v(p2) = F. Entao ¢f = —p1 e 0§ = =@z, € g, qn b =01 A .
Para ter ¢, ...,q" F ¢1 — 2, basta que =1 A =2 = @1 — 2 (mostral).
e v(p1) = F ev(pz) = V. Entdo o] = =1 e 05 = @2, € qf,...,qn b —p1 Ao
Para ter ¢7,...,q4 F ¢1 — @2, basta que =1 A p2 - @1 — @2 (mostral)
o v(p1) =v(p2) = V. Entao ¢y = p1 ey = a2, e q},...,q0 F p1 A pa. Para
ter q7,...,qu F w1 — 2, basta que @1 A @2 F 1 — 2 (mostral)
¢ = @1 Ay Temos 4 casos:
o v(p1) =v(p2) = V. Entao ¢} = ¢1 € 8 = pa, e q},...,q. F p1 A g2 e entao
a5 dn F oL N2 =¥
o v(p1) = F ev(p2) = V. Entao ¢} = —p1 e ¢ = 2, e q},...,q° F —p1 A pa.
Para que ¢f,...,q5 F —(¢1 A ¢p2) = ¥ basta que =1 A w2 F =(p1 A ¥2)
(mostral)
o v(p1) =V ev(pz) =F. Entao ¢} = p1 e 9§ = 72, e ¢},...,q F o1 A —pa.
Para que ¢f,...,q" F =(¢p1 A ¢2) = ¥ basta que p1 A =2 F =(p1 A ¥2)
(mostral)
e v(p1) = v(p2) = F. Entao ¢f = —p1 e 9§ = 2@z, e g, qn b 01 A .
Paraogqy,...,q. F —(p1/Ap2) = ¢" basta que o1 A—pa F (1 Agp2) (mostral)
p = @1 V @y Temos 4 casos:
e v(p1) = v(p2) = F. Entao ¢f = —p1 e 0§ = =@z, € qf,...,qn b 01 A .
Para que qf,...,q, F =(p1 V p2) = ¢’ basta que —p1 A =pa = =(p1 V p2)
(mostral)
o v(p1) =v(p2) = V. Entao ¢} = p1 ey = 2, eq},...,q F p1 A 2. Para
que ¢}, ...,q F v1V p2 = ¢" basta que ¢1 A p2 b @1V 2 (mostral)
e v(p1) = Few(pz) = V. Entdo ¢ = —¢1 € 05 = @2, e qf,...,q; F —@1 Ao
Para que ¢}, ...,q" F 1V 2 = ¥ basta que -1 A p2 F @1 V @2 (mostral)

e v(p1) = Veu(p2) =F. Entdo o} = ¢1 e 93 = =2, e qf,...,q5 F o1 A .
Para o ¢f,...,q5 F @1V @2 = ¢V basta que p1 A =2 F @1 V 2 (mostral)

Proposicao 1.9. Se = ¢ entao - ¢, i.e, se ¢ é uma tautologia entdo ¢ é um teorema.
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Proposicao 1.10. Se ¢1,...,p, |E @ entao pi1,...,pn F @.

Demonstracio. Prop..9
Seja ¢ uma tautologia e pi,...,p, as variaveis proposicionais que nela ocorrem. De | ¢ e

pelo lema 3, v(p) = V e py,...,ph I ¢, para toda a valoragdo v. Tem-se entao que:

pll)a e 7pglflapn l_ SO € p'l1)7 e 7p;}1717_‘pn l_ 90

para toda a valoracao v. Usando TE para p, V —p,, e a regra VE, podemos combinar as duas

dedugoes anteriores numa de:

pl?"'ap;]L—l "SO

Esquematicamente temos:

Py
Pn—1

7 1 DPn V TDn TE

bS]
3

¥
<
3

° [

¥ Pn

© =]

%) VE

P55 Pp_1:Pn F @ Pls- s Pp_1, Pt Py, 0h 1 F o

Repetindo o processo n — 1 vezes para pi,...,pnp—1 Obtemos F ¢ O

Lema 1.6. ¢1,...,p0n FE ¥ se e sd se = (o1 — (p2 = (.. (pn = ) ...))).

Demonstragao. Por contradi¢ao. Para qualquer valoragao v((p1 — (w2 = (... (on = ¢)...)))) =
F se v(p;) = V para todos 1 <i <newv(yp) =F (mostral). Mas isto contradiz ¢1,..., ¢, E
P! O

Demonstra¢ao. (Prop. [CIO) Pelo lema T8, = (g1 = (g2 = (... (pn — ¥)...))). Pela
proposi¢ao 9, F (o1 — (p2 = (... (n = ¥)...))). E pelo lema A (da dedugao, pagina ),
Olyeeytpn E Y O
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O resultado anterior também se verifica para o caso X ser infinito e portanto juntando a

integridade e a completude, temos para qualquer conjunto de férmulas:

YEp seesose Xk

Leituras suplementares [BE0U| (Cap. 8.3)

1.6 Decidibilidade da légica proposicional

Proposigao 1.11. Dado um conjunto de formulas ¥ e uma formula ¢ € decidivel se ¥ F o,

i.e, existe um algoritmo que determina se ¢ € dedutivel de 3.

Demonstragao. Pela completude e integridade, decidir ¥ - ¢ equivale a decidir se ¥ = ¢. E
podemos supor ¥ = ) (usando a lema I (da dedugao)). Entao basta construir a tabela de

verdade para ¢ (que ¢ finita) e verificar se ¢ é uma tautologia. O
Coroléario 1.4. E decidivel se uma formula o é um teorema (= € vdlida).

Corolario 1.5. E decidivel se uma formula ¢ € satisfazivel.

Demonstracao. A formula ¢ é satisfazivel se e s6 se ~p nao é uma tautologia. O

No entanto, utilizar o método das tabelas de verdade para determinar se uma férmula é
satisfazivel é um algoritmo pouco eficiente que tem complexidade temporal exponencial. Mas,
embora, existam outros algoritmos, até ao momento nao se conhece nenhum com complexidade
temporal polinomial (este facto esta relacionado com a conjectura P = NP, como poderao

ver em disciplinas de Complexidade).

1.7 Outros sistemas dedutivos

1.7.1 Sistemas dedutivos de Hilbert, H

Usados inicialmente nas tentativas de mecanizagao das demonstragoes matematicas (Séc. XIX

e inicio de XX) (também usados por Peano, G. Frege e B. Russel)

Supondo apenas o conjunto completo de conectivas {—, —}, pode tomar a forma:

Axiomas

e v — (Y —o)

e (p=W—=0) = p—=v)=(p—0)
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o (W =) = (Y = ¢) = ¥)
Regras de inferéncia
o Modus ponens: de ¢ e de p — 1), inferir ¥

Proposicao 1.12. (da dedugio) Se XU {¢} g 0 entdo X g 1 — 0.
Proposigao 1.13. X Fxyp ¢ se e sd se X g @

Demonstragao. (<): Basta ver que os axiomas de H sao teoremas de DN (ver exercicio I"ZT).
A regra de inferéncia corresponde a regra da eliminagao de implicacdo de DN (— E)
(=): é possivel transformar uma dedugdo em DN, numa dedugao em H. (Nao o faremos

neste curso...) O

Corolario 1.6. O sistema de dedugao H € integro e completo para a légica proposicional.

A diferenga entre os dois sistemas é a impossibilidade de se fazer novas suposi¢oes (assumir
novas premissas) no sistema H: isso torna as dedugoes neste sistema mais dificeis e menos

automatizaveis...

1.7.2 Sistemas dedutivos analiticos

Mesmo no sistema DN nao é facil construir um algoritmo para determinar se uma férmula
é um teorema, excepto se se usar a completude (e construir a dedugao a partir da tabela de
verdade). Mas existem outros sistemas de dedugao automatizaveis e em que para determinar se
uma férmula ¢ é um teorema nao é necessaria a seméantica. Estes sistemas dizem-se analiticos
(ou automatizéaveis). A propriedade essencial destes sistemas é que, partindo da féormula que
se pretende deduzir (i.e considerando a dedugdo da conclusdo para as premissas), em cada
passo duma deducao, as férmulas sao sub-férmulas de alguma férmula de um passo “anterior”.
E facil ver que a regra de Modus ponens nao verifica esta propriedade.

Entre os sistemas analiticos, destacamos:
Sequentes de Gentzen Variante do sistema de dedugado natural.

Tableaux analiticos (ou semanticos) Para deduzir ¢, deduz-se que a féormula —¢ é uma

contradicao.
Resolugao também por contradi¢ao, mas necessita de - em forma normal conjuntiva.

Um sistema dedutivo diz-se de refutagao se para deduzir ¢ de X, se deduz F de ¥ U {—p}.
A consequéncia semantica é preservada: se ¥ = ¢ sse ¥ U {—p} nao é satisfazivel. Tanto os

tableauxr como a resolucao sao sistemas de refutagao.
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1.7.3 Tableauxr semanticos

Para deduzir uma férmula ¢, inicia-se com —¢ e produz-se uma contradi¢ao. Uma dedugao
é uma arvore em que os nos sao etiquetados por férmulas, sendo a raiz da arvore etique-
tada por —p. Em cada passo, expande-se uma folha da arvore de acordo com as regras de
expansao dos Tableauxr (Tabela ). Nestas regras utiliza-se a notagao uniforme (de R.M.
Smullyan [Smn93]), que permite agrupar as férmulas da forma @ o) e (¢ 0 1) em duas ca-
tegorias: as conjuntivas, a, e as disjuntivas, 5. Para cada formula « (ou (3), associam-se duas
componentes que denotamos por ay e ag (51 ou f2). Na Tabela [T apresenta-se os valores

destas componentes para o € {A,V,—}.

o aq (05] ﬁ /81 B2
eAY | o | (eAY) | e )
~eVY) | el VY | e P
“e—=P) | o W p=Y | W

Tabela 1.1: Notacao uniforme: formulas o e 3
E facil ver que:

Proposicao 1.14. Para toda a atribuicao de valores as varidveis v, e para todas as formulas

o e fB:

As regras de expansdo de tableaur permitem transformar uma arvore T etiquetada por for-
mulas, noutra arvore T*. Suponhamos que num ramo r da arvore ocorre uma férmula nao
literal . Se ¢ é =y, podemos expandir a folha desse ramo com mais um né etiquetado
por . Analogamente se 1 é —F, adiciona-se V ou se é =V, adiciona-se F. Se ¢ é um «,
adicionam-se a r dois nos, um etiquetado com oy e outro com ap (filho de ay). Se ¥ é um 3,

adiciona-se a folha de r dois filhos, um etiquetado por 1 outro por (s.

- ZF oV a B
» v F o B | B2
a3

Tabela 1.2: Regras de expansao dos tableauz

Um tableau pode ser definido indutivamente, como na defini¢ao seguinte.
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Definigao 1.17. Seja {¢1,...,on} um conjunto de formulas.

1. Um tableau para {¢1,...,¢n} € uma drvore de um sé ramo:

©1
P2
®n

2. Se T é um tableau para {¢1,...,¢on} e T* resulta de T por aplicacio duma regra de

expansao de tableaux, entao T* é um tableau para {p1,...,¢n}.
Um tableau para o conjunto {p A (—qV —p)} &

pA (=g V -p)
P
—qV —p
—q —p

Definigao 1.18. Um ramo r de um tableau diz-se fechado se existe uma formula ¢ tal que

@ e~ ocorrem em r. Um tableau diz-se fechado se todos os seus ramos estao fechados.
O tableau do exemplo anterior tem, um ramo fechado mas nao é fechado.

Definigao 1.19. Uma dedugao por tableau de ¢ € um tableau fechado para {—¢}. A formula

w € um teorema se ¢ tem uma deducdo por tableau.

Definigao 1.20. Um ramo r de um tableau € satisfazivel se o conjunto de formulas que
etiquetam os seus nds € satisfazivel. Um tableau T € satisfazivel se pelo menos um dos seus

ramos € satisfazivel.
A proposicao seguinte demonstra-se por analise de casos e usando a Proposi¢ao 14

Proposicao 1.15. Pela aplicacao de qualquer regra de expansao de tableau a um tableau

satisfazivel, obtém-se um tableau satisfazivel.

Proposigao 1.16. Se existe um tableau fechado para um conjunto de formulas T', entao T’

nao € satisfazivel.
Temos, entao, a integridade do sistema de tableaux:

Teorema 1.1. Se ¢ tem uma deduc¢do por tableau, entao ¢ é uma tautologia.
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Demonstra¢ao. Uma dedugao por tableau é um tableau fechado para {—p}. Entao, pela Pro-

posi¢ao I8, {—p} nao é satisfazivel, logo ¢ é uma tautologia. O
Apresentamos, sem demonstracao, a completude do sistema de tableauz:

Teorema 1.2. Se ¢ € uma tautologia, ¢ tem uma dedug¢do por tableau.

Exercicio 1.22. Constrdi deducoes de tableaux para as sequintes formulas:

a) ~((pVq) A (=p A —q))

b) ((p—a) A(g— 1)) = ~(-r Ap)

¢) (op—=q) = ((p—=9) —0q)

d) ((p—q) —p)—p

<&

1.7.4 Resolugao

Recorda que um literal é uma férmula atémica ou a sua negagao: p, -p. Uma cldusula é uma
disjungao de literais: pV =qV —pV s e pode representar-se pelo conjunto {p, -q, —p, s}. Entao

uma férmula da logica proposicional em FNC, p.e.
“pA(gVTrVag) A(=rV=as)ApVs)A(-gV —s)

pode ser vista como um conjunto de clausulas:

{{_'p}’ {Q7 T‘}, {_'T’ _‘5}’ {pv 5}’ {_'Qa _‘8}}

Seja ¥ um conjunto de clausulas e representamos por F a clausula vazia.
O sistema dedutivo por resolugdo nao tem axiomas e apenas uma regra de inferéncia (de

resoluc¢ao):

Cui{p} C'U{-p}
cuc

e a conclusao diz-se a resolvente das premissas.

A dedugéo de F a partir de um conjunto C de clausulas diz-se uma refutagao C.

No caso anterior, tinha-se a seguinte dedugao:

{q,7} {—-7,—s}
{p,s} {=p} " Has 1 4S)
{s} {—s}

F
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{q,7} {—-r,—s}
{p.st {-p} ~Ha-sp 17978}
{s}

{os}

F

Uma dedugao por resolugdo de uma férmula ¢ é uma refutagao de clausulas que correspondem
a FNC de —p.

Teorema 1.3. (Integridade) Seja C = {C1,...,Cn} um conjunto nao vazio de cldusulas da

l6gica proposicional.
i. Sejam C; e Cj cldusulas de C e R uma resolvente de C; e Cj. Entao C = R.

1. Se C Fr F, isto é, existe uma deducao de F a partir de C usando apenas a regra da

Resolugdo, entdo C nao € satisfazivel.
Exercicio 1.23. Mostra o teorema 3. ©

Teorema 1.4. (Completude) Se um conjunto de cldusulas C' € nao satisfazivel entao existe

uma deducao C Fr F.
Exercicio 1.24. Considera a formula sequinte em forma normal conjuntiva (FNC):
(pV—=gVr)A=pA(gVrVp)A(pV-r)

i. Converte a formula para um conjunto de cldusulas.

1. A partir desse conjunto constréi uma deducio de F, usando apenas a regra da resolucao.
o
Exercicio 1.25. Encontra uma deducao de F (uma refutacao) para:

{{=p, ~q¢.r}Ap, v} {a, v} {-r}}
o

Exercicio 1.26. Encontra uma dedugao por resolugao de: ((p — q) A (g — 1)) = =(=r A p)

o

Exercicio 1.27. Constrdi deducdes de tableau e por resolucao para as sequintes formulas:
a) (p—=q) = ((-p—=q) —q)

b) ¢ — (p — (¢Ap))

¢) = (-p— (g —p))

<

Leituras suplementares [Bro00], [Fit90], [Smu95], [GLMY7|, [BAQT].
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Capitulo 2
Loégica de primeira ordem

Na logica proposicional nao é possivel representar adequadamente frases como:
e Todos os passaros tém penas
e Alguns péassaros cantam
e Nem todos os passaros voam
e Todos os homens sao mortais
e Todas as criancgas sao mais novas que os seus pais
e Um inteiro ou é par ou impar
e Todos os péssaros sao mais leves que algum mamifero

Por outro lado, proposi¢oes como as seguintes podem-se representar usando relacoes n-arias

entre objectos:

Proposicao Representacao

O Carlos ¢é irmao da Joana irmao(carlos, joana)

A Joana deu um livro ao Carlos | dar(joana,livro,carlos)
2 é par par(2)

2=1+1 igual(2,soma(1,1))

Na logica de primeira ordem vai ser possivel representar:

Objectos: Termos que podem ser simples (constantes ou variaveis) ou complexos. Ex: joana,

x, m8e(joana), soma(l,1)

61
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Propridades ou relagoes entre objectos: Formulas que podem ser predicados simples ou

complexos (usando conectivas). Ex: dar(joana,livro,carlos),par(2) A —par(3)

Propriedades ou relacoes entre conjuntos de objectos Férmulas quantificadas sobre ob-

jectos. Os quantificadores permitem representar as palavras todos, alguns, etc:
V (universal) e 3 (existéncial).

Ex:

Vx (passaro(x) — penas(x))

Jx (passaro(x) A canta(x))

Jx (passaro(x) A —voa(x))

Vx (passaro(x) — (Jy(mamifero(y) A mais_leve(x,y))))

2.1 Linguagens da légica de primeira ordem

Uma linguagem L de logica de 12 ordem ¢ caracterizada pelos seguintes conjuntos de simbolos:

Simbolos l6gicos que estao presentes em qualquer linguagem:

e um conjunto numeravel de varidveis, Var = {z,y,...,Zo,Yo,---};

e as conectivas logicas A, V , e —;

os quantificadores ¥V (universal) e 3 (existencial);

os paréntesis (e );

possivelmente o simbolo de igualdade, =.

Simbolos nao légicos que caracterizam a linguagem:

e um conjunto, possivelmente vazio, de simbolos funcionais n-arios para cada n > 0,
Fn; os elementos de Fy chamam-se constantes e representam-se por a, b, c,.... Os

restantes simbolos por f, g, h, ...;

e um conjunto, possivelmente vazio, de simbolos de predicado (ou relacionais) n-arios

para cada n > 0, Ry. Os simbolos relacionais representam-se por P, R, @, etc...

Definigao 2.1 (Termos). Seja £ uma linguagem de 1% ordem. Um termo, € uma sequéncia

de simbolos de L, representado port,s,...t1,81,... e definido indutivamente por:

e Uma varidvel x € um termo;
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e Uma constante a € um termo;

e Sety, ..., ty, sdo termos e f € F, um simbolo funcional de aridade n > 0, entdo

f(t1, ... ty) € um termo .

O conjunto dos termos 7, também pode ser definido pela seguinte gramética independente de
contexto, em notacao BNF:

tu=xlal f(t,... 1)

onde x € Var, a € Fge f € Fy.

Um termo diz-se fechado se nao tiver ocorréncias de variaveis e denotamos por Tp o seu

conjunto. Ex: a, f(a,g(b,c)) e f(f(a,a)))

Exemplo 2.1. Supondo Fo = {a,d}, Fo = {f,h}, F1 = F3 = {g}, indica quais das sequintes

sequéncias de simbolos sdo termos e quais sdo termos fechados:
o fa,9(x,9(a),a))
g(d, h(y, 2),d, f(a)))

h(d, f(a; h(d)))

o f(f(x, ), fy,v))

x(d, g(v))

Escreve cada um deles em forma de drvore sintdctica

O comprimento de um termo t é o comprimento da sequéncia de caracteres que o representa.

Por exemplo, f(a,g(a,a)) tem comprimento 11.

Exemplo 2.2. Considerando o Exemplo B determina todos os termos fechados de L com
menos de comprimento 9 e em que um mesmo simbolo funcional ndo ocorre mais que uma

Vez.

Definigao 2.2 (Formulas atémicas). O conjunto de formulas atomicas duma linguagem L é

dado por:

e sety,...,t, sio termos e R € Ry, é um simbolo de predicado n-drio, entio R(t1,...,t,)

€ uma férmula atémica;
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e se L tiver a igualdade e se t1 e ty sdo termos entdo t1 = to € uma férmula atémica;
Exemplo 2.3. Ezemplos de formulas atomicas sao:
e R(a)
e R(x,y,z)
o T(f(b,2),a)
o R(f(m,x),x,g(a,a),k(x)).
r
Definigao 2.3 (Formulas). O conjunto das formulas é definido indutivamente por:
e uma formula atomica € uma formula;
e se i € uma formula —~¢ € uma férmula;
e se p e sao formulas entao (¢ N ), (¢ V ¥) e (¢ — ¥) sao formulas
e se p € uma formula e x uma varidvel, entdo Yx ¢ e 3x @ sao férmulas.

O conjunto das féormulas pode também ser definido por uma gramética, em notagao BNF:
pu=R(tr,....tn) [ti =t [ 2@ [ (@ A @) [ (0 V )| (=) | Ve | Tz
onde ReR,,t; €T ex € Var.

Exemplo 2.4. Sendo Foy = {m,d}, F1 ={f}, Fo = {9} e Ra = {R, S}, determina quais das

sequintes expressoes sao formulas:

o (R(z,y) = (32 5(2 [(y))))

e R(x,y) = R(3zR(z,2)))

e Yz R(f(d),g(f(m),y))

VaVy(g(z,y) — S(y,x))
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Nas formulas da logica de 12 ordem, podem-se omitir os paréntesis, supondo que as convencoes
para a logica proposicional e que os quantificadores tém maior precedéncia que qualquer
operador logico. Por exemplo, as seguintes formulas sdo diferentes: JxP(x) V —P(z) e
Jz(P(x) V —P(x)).

Exemplo 2.5 (Linguagem para a aritmética). Pretende-se uma linguagem para exprimir
ir formulas sobre os niumeros naturais e as operacdes de adi¢cao e multiplicacio. Seja A a

linguagem com = caracterizada por:
—FOZ{O’]-}: f2:{+7><} 6R22{<}

Os termos sequintes representam os naturais:

0,1,4(1,1),+(1,4+(1,1)), +(1, +(+(1,1),1)) ...

Outros termos sao: (x(x(1,0),1), (+(0,4(0,1))), ...

E exemplos de formulas sdo:

< (x(1,1),+(1,1))

Vz (+(0,z) = x)

Vavy(+(z,1) = +(y,1) =z =y)

Podemos ainda adoptar a notacao usual infixa para os simbolos funcionais e relacionais, e

escrever: (1 x1) < (1+1), (0+x), ete...

Exemplo 2.6. Como exprimir que um inteiro é par? Primeiro temos de ter a nocao de x ser
divisivel por y:

dgrx=qxy

Entao, a formula seguinte caracteriza um niumero par:
dgz=gx(1+1)
Da mesma forma se pode exprimir que um nidmero x € primo:
—(z<2)AVY(Bgr=gxy) = (y=1V y=ux))

Exemplo 2.7 (Tradugao de frases para formulas). Na tabela sequinte apresentam-se algumas

frases em linguagem natural e a sua representag¢ao como férmulas da légica de 1¢ ordem.

Frases do tipo Representacao
Todos os P’s sao Qs Va(P(z) = Q(z))
Alguns P’s sao Qs Jz(P(x) N Q(z))
Nenhum P é Q Vz(P(z) — -Q(z))
Nem todos os P’s sao Q’s | Jz(P(x) N =Q(x))
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Considerando predicados adicionais, exprime na linguagem da aritmética:
e Todo o nimero par € primo
e Nem todos os nimeros primos sao pares
e Alguns primos mao sio pares
e Nenhum primo € par
e Todo o primo € nao par ou igual a 2

Definigao 2.4 (Variaveis livres e ligadas). Uma varidvel x tem uma ocorréncia nao livre (ou
ligada) numa formula ¢ se ¢ tem uma sub-férmula da forma Yz ou Jxtp e x ocorre em 1.

Caso contrdrio, diz-se que x ocorre livre em .
Uma variével pode ocorrer livre e ligada numa mesma férmula. Em

Va((P(z) = Q(x))) = (=P(z) V Q(y))
x tem duas ocorréncias ligadas e uma ocorréncia livre e y tem apenas uma ocorréncia livre.
Definigao 2.5 (Proposigao). Uma formula sem varidveis livres diz-se uma proposicao.
Por exemplo, R(a, f(a,b)) N Vz(R(z,z) — JyP(y) V P(z)) é uma proposicao.

Exemplo 2.8. Indica quais as ocorréncias livres e ligadas de cada uma das varidveis das

formulas sequintes. Indica quais as formulas que sao proposigoes.
o Jx(P(y,2) N Vy(=Q(x,y) vV P(y,2)));

ﬁ(Vl’HyP(.%’,y,Z) A VZP(.CU,y, Z));

o Vz((P(z) A C(x)) = yL(z,y));

P(a, f(a,b));
Jz(P(z) = —~Q(x)).

2.2 Semantica da légica de primeira ordem

Na logica proposicional a seméntica duma férmula complexa é determinada a partir da semén-
tica dos seus constituintes bésicos, i.e, as proposicoes p, q ... cujo valor pode ser V ou F. Por

exemplo, se o valor de p for V e o de ¢, F, entao a férmula seguinte tem o valor V (verifical):

(p V —q) = (¢ —p)
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Como avaliar uma férmula de primeira ordem? Por exemplo, como avaliar:

Vzdy(P(z) Vv =Q(y)) — (Q(z) — P(y))

Temos que determinar qual o significado
e das variaveis (livres e ligadas)
e dos quantificadores
e dos simbolos funcionais
e dos simbolos relacionais

num dado universo ou dominio de discurso, por exemplo: os niimeros inteiros, nimeros reais,
conjuntos, grafos, objectos geométricos, etc,etc.

Informalmente para os quantificadores e para um dado universo:
VaxP(x) sera verdadeira se e s6 se P(x) satisfaz todos os objectos do universo
JxP(x) serd verdadeira se e s6 se P(x) satisfaz algum objecto do universo

Exemplo 2.9 (Mundo dos Blocos). Pretende-se descrever um conjunto de blocos com dife-

rentes formas geométricas e tamanhos, colocados num tabuleiro de wadrez...

O World 99 =]

Uma linguagem para definir este conjunto pode ser a segquinte:

Fi1 = {maisafrente, maisaesquerda, maisadireita}
R1 = {Cubo,Tetra, Dodec, Pequeno, Medio, Grande}
Re = {Menor, Maior, Esquerda, Direita, MesmoT,

MesmaF, MesmalL, MesmaC'}
Rs = {Entre}
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Algumas formulas:

o Jy (Cubo(y) N Medio(y))

o Vz (Cubo(x) — Yy(=Cubo(y) — Maior(x,y)))

e Jy maisaesquerda(y) =y

Vx (Pequeno(x) — maisafrente(x) = x)
o Vz (maisaesquerda(x) # x — Cubo(maisaesquerda(x)))
o Cubo(x)

o MesmoT(z,y) N MesmaF(z,y)

Um dominio (conjunto de objectos) ird permitir determinar quais as formulas que sao satis-
feitas nesse "mundo " (estrutura). Para além do dominio € necessdrio indicar também qual o
significado de cada simbolo funcional e cada simbolo relacional.

No mundo (estrutura) A apresentado na figura:
e 0 dominio tem 8 objectos A = {o01,...08} (ordenados de cima para baizo e da esquerda
pra a direita...)

e as constantes nao associamos nenhum objecto

e amaisafrente associamos uma funcdo maisafrente” que para cada objecto indica qual
0 objecto mais a frente na mesma coluna: maisafrente(o1) = og,maisafrente”(o4) =
o7, e para os restantes maisa frente(0) = o. Analogamente associa-se a maisaesquerda
e maisadireita, a fun¢do que para cada objecto indica qual o objecto mais & esquerda,

respectivamente, mais a direita.
e a Cubo associamos uma relacdo undria que corresponde aos objectos do dominio que sdo
cubos: Cubo™ = {oy4,05}. Analogamente,
Tetra* = {01, 09,03}
Dodec?* = {o0g, 07, 08}.
Pequeno™ = {o0g, 07,08}
Grande® = {09} e para os restantes o € Medio™
Esquerda® = {(01,02), (04, 05), (06, 07), (07,08) }
MesmaLA = (Esquerda)* (fecho de reflexivo e transitivo)
e de modo andlogo se definem as restantes relagoes bindrias.

Entre? = {(07,06,08)}
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Como determinar se uma formula é satisfazivel nesta estrutura?

Jy(Cubo(y) N Medio(y)) € satisfazivel em A pois o4 € Cubo™ e 0y € Mediot
Vx(Dodec(z) — Pequeno(x)) ¢ satisfazivel em A pois para todo o € Dodec? | 0o € Pequeno
Mas, Va(Medio(x) — Cubo(z)) nio é satisfazivel em A porque oy € Medio™ e oy ¢ Cubo™

A

E, Vx (Pequeno(x) — maisafrente(x) = x) é satisfazivel em A. Porqué?

E para as formulas como Cubo(x) ou MesmoT (z,y) N MesmaF(z,y)?

Neste caso temos ainda de ter primeiro uma interpretacao s para as varidveis livres...

Para s(x) = o4, s(y) = o7 e 5(2) = 0g, as duas formulas sao satisfaziveis, pois o4 € Cubo™ e

07,06 € MesmoT* N MesmaFA

Definigao 2.6 (Estrutura duma linguagem). Uma estrutura duma uma linguagem de primeira
ordem L é: um par A = (A, ~A) onde A é um conjunto nao vazio, e que se diz o dominio (ou

o universo) A e A uma fungio tal que:
e associa a cada constante ¢ um elemento ¢* € A
e associa a cada simbolo funcional f € F,, n > 0 uma funcdo n-dria fA de A™ em A
e associa a cada simbolo relacional n-drio R € R,,, wma relagio R4 C A"

Definigao 2.7 (Interpretagao de variaveis). Dada uma linguagem L e uma estrutura A =
(A,-A) de L.
Uma interpretagdo das varidveis € uma funcgio s : Var — A.

Podemos estender uma interpretacdo s ao conjunto dos termos de L, s: T — A:

e para x € Var o valor de s(x) jd estd definido
e para c € Fy, s(c) = ct

e sety,...,t, sao termose f € Fp,n>1,

s(f(tl’ ERRR) tn)) = fA(S(tl) SRR S(tn))
Se t € To entdo s(t) nao depende de s e escrevemos t*.

Definigao 2.8 (Relagao de satisfazibilidade). Dada uma linguagem L, uma estrutura A =
(A, -A) de L e uma interpretacio s : Var — A. A relagio A satisfaz uma formula ¢ para a

interpretacao s, denota-se por A =5 ¢ € definida por inducao na estrutura de ¢:
(i) Al=st1 =ta se s(t1) = s(ta)

(ii) A =g R(ty, ... ty) se (s(t1),...,s(t,)) € RA
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(iii) A=y ~p se A, ¢ (i.e nio é verdade que A =, ¢)
(i) Ay At se A, g e A, v
(v) AEsp V ¢ se AlEs o ou Ay
(vi) AlEs ¢ =¥ se A p ou A= ¢

(vii) A |=s VY ¢ se para todo 0 a € A se tem A |=gq/q] ¢ onde:

AWM@w:{“” ey F T

a sey=u=x
(viii) A [=s 3z ¢ se existe um a € A tal que tem A |=gq/q) ¥

Exemplo 2.10. Considera mais uma vez o "Mundo dos Blocos"do Exemplo 2. Para verificar
que
A =5 y(Cubo(y) A Medio(y))

por (zd) da Definicio 28 temos que ver se eviste o € A tal que A g4/ (Cubo(y) A
Medio(y)). Aplicando (i2), se eviste o € A tal que A =4o,) Cubo(y) e A =40/ Medio(y).
Sendo s[o/y](y) = o e por (@), se existe o € A tal que o € Cubo™ e 0o € Medio*. O que
¢ verdade para o4, pelo que a formula é satisfeita em A para qualquer interpretagdo s. Do

mesmo modo se pode verificar se
A s Vx(Dodec(x) — Pequeno(z)).

Por (1), equivale a ver se para todo 0 0 € A, A |=/a) (Dodec(x) — Pequeno(z)). Por (i)
fica. para todo o € A, (A Wyo/q) Dodec(x) ou A [,/ Pequeno(x))), que equivale a para
todo o € A, (0 ¢ Dodec™ ou o € PequenoA). O que € verdade porque Dodec® C Pequeno™.

Finalmente podemos tentar ver se
A = Vo (Medio(z) — Cubo(x)).

Por (), temos que ver se para todo o € A, A =0y (Medio(x) — Cubo(x)). Ou seja
se, para todo o € A, (A o/ Medio(x) ou A [,/ Cubo(z))). Ou ainda, por (@), se
para todo 0 0 € A, (o ¢ Medio* ou o € Cubo™). Mas isto € falso porque, por ezemplo,
01 € Medio* e 01 ¢ Cubo™. Concluimos que A s Va(Dodec(x) — Pequeno(x)), isto € a

formula nao € satisfazivel em A qualquer que seja a interpretacdo s.

Exemplo 2.11. Seja Ly a linguagem de 1% ordem com igualdade para os nimeros naturais
ja dada: Fo ={0,1}, Fo = {+, x} e Re = {<}
Seja N = (N, -N) uma estrutura de Ly, onde N é definido por:
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e 0V =0,1V=1
o +N(n,m)=n+m, x¥n,m)=nxm
N_ 2
o <N={(n,m) eN*|n<m}
a) Verificar que, para qualquer interpretagao s : Var — N:
N ':S Vo < ((L’,-}-(IE, 1))
Por (1) da Defini¢ao 28, temos que ver se para todo o n € N se tem
N ’:s[n/z] < (ZC,+($, 1))

Por () temos:
(s[n/)(@). s[n/z)(+(x,1)) €<V

e usando a definicao de interpretagao (221) vem,

(n,n+1) eV

i.e, n <n+1, o que realmente é verdade para todo o n € N.
b) Se s(x) =2, verificar que N =5 x = +(1,1).
Neste caso, por () da Defini¢ao ZZ8, temos que ver se
s(x) = s(+(1,1))
Isto é:
2=+ (s(1),5(1))

ou seja, 2=1+1 o que € verdade em N.

2.2.1 Satisfazibilidade, validade e consequéncia
Uma formula ¢ duma linguagem de 12 ordem é:
satisfazivel: se existir uma estrutura A e uma interpretagao s, tal que A =5 ¢

valida: se para toda a estrutura A e toda a interpretagao s, se tem A =5 ¢. E escreve-se

E o

Definigao 2.9. Uma estrutura A satisfaz um conjunto de férmulas I' para uma interpretacao
s, se satisfizer todas as formulas de T', e escreve-se A =5 T.
Uma formula @ € consequéncia seméntica de I' se para toda a estrutura A de L e toda a

interpretacao s tal que A=5 T, se tem A =5 p. E escreve-se I' = .
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Para que uma estrutura satisfaga uma féormula ¢ para uma interpretacao s, apenas interessa
o valor que s atribui as variadveis que ocorrem livres em ¢. Em particular, temos a seguinte

proposicao:

Proposicdo 2.1. Seja ¢ uma formula duma linguagem £ e A = (A,-A) uma estrutura de
L. Sejam duas interpretagoes s1 e so tal que s1(x) = sa(x) se x ocorre livre em . Entao

A s, ¢ seesose A, ¢

Demonstragao. Ideia: mostrar por indugao na estrutura dos termos que entao s1(t) = s2(t) se
t é um termo de ¢ e em t s6 ocorrem variaveis livres de . Mostrar o resultado por indugao
na estrutura de ¢. O
2.2.1.1 Proposicoes e modelos

A satisfazibilidade duma proposicdo numa estrutura nao depende das interpretacoes.

Proposigao 2.2. Se ¢ é uma proposicio de L e A uma estrutura de L entdo verifica-se uma

das segquintes condigoes:
1. A5 ¢ para toda a interpretagao s
2. AW ¢ para toda a interpretagao s
Demonstracao. Consequéncia imediata da proposicao 2. O

Se A |= ¢ diz-se que ¢ é verdadeira em A ou A é um modelo de ¢. Se A [~ ¢ diz-se que ¢ é
falsa em A.
Se 3 for um conjunto de proposigdes e A |= 1 para todo ¢ € X entdo A é um modelo de ¥ e

escreve-se A = X.

Corolario 2.1. Seja X U {¢} um conjunto de proposicées. ¥ |= ¢ se e sé se todo o modelo
de X for um modelo de .

Exercicio 2.1. Verifica o coroldrio anterior. <

Exercicio 2.2. Seja L uma linguagem de 1% ordem com igualdade e tal que Fy = {a,b},
F1= {g}7 Fo = {f?h}i R1= {R,S} e Ro = {P7Q}
Seja A uma estrutura de L definida por:

e o dominio de A € o conjunto dos nimeros naturais N ={0,1,...}
e at=1b1=0

e g’(n)=n+4,neN
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1

<

o hA(n,m)=n+m, fA(n,m)=nxm, n,meN
e SA={necN|n éimpar} ,R*={ncN|n é par}
e PA={(n,m) € N2 |n>m}

QQA:(Z)

. Para cada uma das sequintes proposicoes diz, justificando se é verdadeira ou falsa em A

a) Va3y f(z,y
b) 3x3y f(z,y
¢) Vo3dy f(x,y) =a — Ve f(r,y) = a
d) 3xR(z) = VzR(x)

)=a
)=a

Considera as sequintes interpretacoes s; : Var — N para i = 1,2,3 e onde:

e si(z) =2, para todo x € Var;
e so(z) =0, para todo x € Var.
e s3(z) =3, s3(y) =1 es3(z) =5.
Para cada uma das formulas ¢ sequintes e cada uma das interpretagoes s;, diz se A =5, @,
para t =1,2,3:
a) Jady f(z,y) =2
b) Iz f(z,y) =2 = Vy (S(y) vV R(y))

Resolucao Z2.0

a)

Pretende-se que para qualquer interpretagao s : Var — N,

AEsVedy f(z,y) =a (2.1)
Iremos usar indutivamente a defini¢ao de =4, ZR.

Por (kai), (20) é verdade, se para todo o n € N se tem

Por (kau), (22) é verdade, se existe um m € N tal que

A Egin/alim/y) f(T,y) = a (2.3)
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Por (i), (Z33) é verdade, se

sln/x][m/yl(f(x,y)) = sln/x][m/yl(a) (2.4)

Mas, pela defini¢ao de interpretagao estendida a termos e de s[a/x] para a pertencente ao

dominio de A,
sln/a][m/y)(f(z,y)) = fA(s[n/2][m/y](), sln/x][m/y)(y)) = fA(n,m) =n+m

e s[n/z][m/yl(a) = a =
Em resumo, (Z) é verdade se

Para todo o n € N, existe um m € N tal que n +m = 1.
o que é Falso. Por exemplo, para n = 3 ter-se-ia m = —2 ¢ N.
Analogamente se obteria, para qualquer interpretacao s

A 3zdy f(z,y) = a (2.5)

se e sO se

Existe um n € N e existe um m € N tal que n + m = 1.
o que é Verdade, por exemplo paran =0e m = 1.

Pretende-se que, para qualquer interpretagao s

AEsVady f(z,y) = a — Ve f(z,y) =a (2.6)
Por (i) da definigao de |=,, (28) é verdade se

A s VaTy f(z,y) =aou A |, Ve f(z,y) =a

Pela alinea (a), vimos que nao é verdade que A =5 Va3dy f(z,y) = a, logo A s
Va3y f(z,y) = a é verdade. E também (28).

Pretende-se que, para qualquer interpretagao s
A Es JxzR(z) — VxR(x) (2.7)
Por (k) da definicao de =5, (270) é verdade se

A s JzR(x) ou A =5 Ve R(x)
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Vamos determinar se A =5 3xR(z). Isto ¢ verdade, se existe n € N tal que

Por (@), (Z3)) é verdade se
sln/z](z) € RA (2.9)
Como s[n/z|(xz) =n , vem que (ZR) é verdade se

Existe um n € N tal que n é impar

o que ¢ Verdade. Entao A j~; JzR(z) é Falso.

Temos que analisar a veracidade de A =5 VzR(x). Analogamente obtemos que ¢é verdade

se
Para todo o n € N, n é impar

o que também é Falso. Donde (£71) é Falsa.

Resolugao AL

a)

Sendo s; uma interpretagao que atribui o valor 2 a qualquer variavel, pretende-se que
A, Jz3y f(z,y) = 2 (2.10)
Isto é verdade se, existe um n € N e existe um m € N tal que

Isto é se,

sifn/@][m/yl(f(z,y) = si[n/z][m/y](=) (2.12)
Mas si[n/a][m/y)(f(z,y) = fA(n,m) = n+m e si[n/z][m/y](z) = s1(2) = 2
Entao (210) é verdade se

Existe um n € N e existe um m € N tal que m +n =2
o que é Verdade. Basta tomar n =m = 1.

Sendo s; uma interpretagao que atribui o valor 2 a qualquer variavel, pretende-se que
Al 3z flz,y) =2 = Yy (S(y) V R(y)) (2.13)

Mais uma vez isto é verdade se A [£g, 3z f(z,y) = z ouse A =5, Yy (S(y) V R(y))
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Temos que:
Al=s, 3z f(x,y) == (2.14)
se existe n € N tal que
A Egny flz,y) =2 (2.15)
Isto é se,
si[n/2)(f(x,y)) = s1[n/2](2) (2.16)

e s1[n/2](f(2,y)) = [A(s1[n/2)(x), s1[n/2)(y)) = FA(s1(2), 51(y)) = 2+2 e su[n/2](2) = n
Entao (2714) ¢ verdade se

Existe um n € N tal que 24+2=n

o que é Verdade. Tomar n = 4.
Mas entao A W&,, 3z f(z,y) = 2 é Falso.

Temos que

AEs, Yy (S(y) vV R(y)) (2.17)

se, para todoon € N

A )281[11/3/] (S(y) \ R(y)) (2'18)
Por (m) da defini¢do de =5, (ZI8) ¢ verdade se A =, [,y S(¥) ou A =g /g B(y)

s1[n/y(y) € S4 (2.20)

isto é se n é par.

Analogamente A =, /] R(y), se n é impar. Entao, (ZI1) é verdade se
Para todo o n € N, n é par ou n é impar

o que é Verdade. Nota que é importante a disjuncéo estar no ambito do quantificador e

nao o contrario: é falso que para todo n € N, n é par ou para todo n € N, n é impar.

Finalmente, temos que (ZI3) é Verdade.

Exercicio 2.3. Seja L uma linguagem de primeira ordem com igualdade e tal que Fo = {a},
Fi1=A{g}, Ri ={R} e Rea ={P,Q}. Seja A a estrutura de L definida por:

e 0 universo de A € o conjunto de nimeros naturais N = {0,1,...};
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° CLA =2;

e g*(n)=n+1, paran € N;

e RY={neN|n ¢ par};

e PA={(n,m) e N?|n <m};

e QA =0.
Para cada uma das proposicao indica se é verdadeira ou falsa em A.

1. Jxg(z) = a AVag(z) #

2. JxyQ(z,y)

3. = R(a) — VaVy Q(z,y)

4. Va(R(x) — Ve R(g(g(x))))

5. VxIyP(z,y)

6. yVzP(z,y)

7. JyVaxP(y, x)

8. Vx(R(z) V 3y(y = g(z) A R(y))
o

Exercicio 2.4. Seja L a mesma linguagem do exercicio ZZ3. Para cada uma das proposi¢do
sequintes indica uma estrutura de L onde ela é verdadeira e outra onde ela € falsa. Pode
concluir que nenhuma das proposicao e também nenhuma negacao de uma das proposicao €

uma formula vdlida?

~

 VaVyz =y
2. VaIyP(z,y) — IyvaP(z,y)
3. Ver=a

4. VaVy(R(z) — R(y))

5. 3a(g(2) # a) - F2(g(2) = a)
6. ¥z Q(x, g(x)) > Ia Pla, z)

7. Vy(Vx(R(z) — P(z,7)) = (R(y) — VYo P(z,)))
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2.2.1.2 Caracterizacao de modelos por proposicoes

Uma proposi¢ao pode ser vista como uma caracterizagdo de um conjunto de modelos (que a

satisfazem).

Estruturas para a teoria dos grafos Vamos ilustrar isso considerando que as estruturas
sao grafos dirigidos e considerar proposicoes que caracterizam propriedades desses grafos.

Seja G1 = (V, E), com E CV x V o seguinte digrafo (grafo dirigido):

e

Como podemos escrever férmulas que caracterizem propriedades de G1?7 Definindo uma lin-
guagem de 12 ordem, Lg, com igualdade, sem simbolos funcionais e apenas com um simbolo
relacional binario Ry = {G}. E considerando, G; uma estrutura para a interpretacao das
féormulas, onde V' é o dominio e F a interpretagdao de um simbolo relacional binério.
Algumas féormulas sao: G(z,z), JxVy G(y, ), VaVy(G(z,y) — G(y,x))

Qualquer estrutura G para Lg é um digrafo.

Seja o1 a formula Va3yG(z,y) A VaVyVz((G(z,y) N G(z,2)) = y = 2)

Tem-se que G; = 1. E que outros digrafos satisfazem 17 Aqueles que cada né tem exac-
tamente grau de saida 1 (isto é representam fungoes). Podemos dizer que ¢; caracteriza um

conjunto de digrafos.

Exercicio 2.5. Descreve os grafos que sio os modelos de cada uma das sequintes formulas:
1. VaVy(G(z,y) — G(y,x)))
2. VaVyVz((G(z,z) N G(z,y)) = G(z,y))

o

Inversamente, dado um grafo G podemos estar interessados em saber se ele tem uma dada
propriedade. Se essa propriedade for expressa por uma féormula ¢ de Lg (ndo necessariamente

uma proposi¢ao) entao o que queremos é saber se G = ¢

Exercicio 2.6. Mostra que dado ¢ de Lg e G de dominio finito, existe um algoritmo que

determina se G = @. ©

Resolucao 286

Por indugao na estrutura de ¢.
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Estruturas para autématos finitos Seja £4 uma linguagem de 12 ordem com igual-
dade e Ry = {I,F}, Ry = {R4, Ry}. Uma estrutura A para £4 é um autéomato finito nao

deterministico sobre {a, b} se e s6 se |[[4| = 1.
Exemplo 2.12. a) Define uma proposicio ¢ de L4 tal que uma estrutura A de L4 € um
modelo de ¢ se e s¢ se A € um automato finito deterministico.

Basta considerar ¢ a formula:
VavVyVyr ((Ra(z,y) A Ro(z,y1)) =y =uy1) A (Bolz,y) A Ry, 91)) =y =11))

b) Indica, justificando, duas estruturas de L, A1 e Ay tal que A1 = ¢ e Ay = —p.

Seja a estrutura Ay de LA:

o 0 universo € Q ={qo,q1}
I = {qo}

FA = {q1}

R = {(q0,90)}

o RM = {(q0,q1), (q1,01)}

Verifica que A; = ¢.
Considera agora Ay de L4 igual a Ay, excepto que R = {(qo, q0), (g0, q1)}-

Verifica que Az = —p.

Exercicio 2.7. a) Define uma proposicio ¢ de L4 tal que uma estrutura A de L4 € um
modelo de ¢ se e sé se A é um autdmato finito que reconhece alguma palavra de ¥ = {a, b}

de comprimento 2.

b) Indica, justificando, duas estruturas de L4, A1 e Ay tal que A1 = ¢ e Ay =

<

2.2.1.3 Validade e satisfazibilidade

Proposigao 2.3. Seja ¢ uma férmula duma linguagem de 1¢ ordem L.
1. ¢ € vdlida se e sd se ~p ndo € satisfazivel
2. @ € satisfazivel se e s6 se —p ndo € vdlida

3. ¢ € wvdlida se e s6 se Vx o € vdlida
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4. € satisfazivel se e so se Jx p € satisfazivel

Demonstracao. Consequéncia directa das defini¢oes. O

Seja ¢ uma formula duma linguagem de 12 ordem £. Uma formula ¢ de £ é valida se a

correspondente forma booleana é uma tautologia.

Definigao 2.10. Dada uma férmula ¢ o conjunto das suas sub-formulas principais, SP(p) €

definido indutivamente na estrutura de @ por:

e se p € uma formula atomica, SP(p) = {¢}

e scp éVry, SP(p) = {p}

e se @ ¢ 3z, SP(p) = {Vz—)}

e sep ¢, SP(p) = SP(Y)

e se @ €1y o)y, onde o pode ser N, V ou —, SP(p) = SP(¢1)USP(1)s)
Sendo ¢ a formula VaP(z,y) A JzP(x,y) A (P(z,z) V YxP(z,y))

SP(p) = {VaP(z,y),Vz-P(z,y), P(z, )}

Definigao 2.11. Associando a cada sub-férmula principal duma formula ¢, uma varidvel
proposicional diferente e negando a formula correspondente a um quantificador existéncial,

obtemos a forma booleana de .
Para o exemplo anterior,
p1 A —p2 A (ps V p1)
onde p; = VzP(z,y), p2 = Vz-P(z,y) e p3 = P(z,x)
Proposigao 2.4. Se a forma booleana duma férmula @ € uma tautologia, entdo ¢ € vdlida.

Demonstragao. Seja A uma estrutura de £ e s uma interpretagao . Para cada 1) € SP(yp), se
A [Es ¢ atribui-se & correspondente variavel proposicional o valor V, se A [~ 1, atribui-se

o valor F. Como a forma booleana é satisfeita para essa valorizagdo, também se tem que

AEs ¢ O
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2.2.2 Equivaléncia semantica

Definigao 2.12. Sejam ¢ e 1 duas formulas duma linguagem de 1¢ ordem L. Se o = e

Y |= @ entao ¢ e 1) sao semanticamente equivalentes e escreve-se o = 1.
As Leis de DeMorgan para quantificadores sdo formulas semanticamente equivalentes sao as

Proposicao 2.5. (Leis de DeMorgan)

Jx—¢

Ve

—Jdzyp Y-

Demonstrag¢ao. Suponhamos que para toda a estrutura A, e interpretacao s se tem A |,
—Vap. Isto equivale a dizer que A [, Vo, isto é, nao se verifica que para todo o a € A,
A Fsja/a) ¢ Isto &, existe pelo menos um a € A tal que A [y, /4) ¢, 1.6, A Fyla/a] 7, que
é a defini¢ao de A =5 Jz—p. O que prova a primeira equivaléncia (dado termos usado s6 as

definigoes). Analogamente se prova a segunda lei de DeMorgan. O

Temos também:

Proposigao 2.6.

Ve(p A ) = Vzp A Vay  (mas nao com V)
Jzp V Jxp = Fz(p V )  (mas ndo com A )
VaVye = VyVze
Jzdye = Jydzp
Se x nao ocorre livre em 1
Ve(e A ) = Vze A ¢
Ve(e V ¢) = Vzo V ¢
Jz(p A W) = Jzp A Y
(e V) = Frp VY
Ve(p = ) = ¢ — Vo
(e = 4) = Vep o9
(Y =) = ¢ — Jzp
Ve(e =) = Jze =
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Demonstra¢ao. Queremos provar que Vz(p A 1) =Vap A Vrih. Suponhamos que dada uma
estrutura 4, e interpretagao s se tem A =, Vz(o A ). Isto equivale a dizer que para todo o
a €A AFya/a ¢ e AFEga/a) ¥ Mas isso é o mesmo que ter A =, Yoy e A =, V).

Mas a equivaléncia nao se verifica se se substituir A por V . Para um contra-exemplo
considera a linguagem £ com R; = {P,Q} e a estrutura de £, A = (A,.4) com A = {1,2},
PA={1} e Q" = {2}. Entdo A =Vz(P(z) V Q(z)) e A VzP(z) V VzQ(z) (verifica).
Para provar que 3z V Jz¢p = Jx(p V 1), basta usar a equivaléncia anterior e a Proposigao P73,
notando que se duas féormulas sao equivalentes as suas negagoes também o sao. Para provar
que a equivaléncia nao se verifica se se substituir o V por A , basta considerar a linguagem £
e a estrutura A definidas acima. Entao A |= JzP(z) A JzQ(x), mas A j= Jz(P(z) A Q(x))
(verifica).

As duas equivaléncias seguintes saem directamente da Definigao PR, casos k. e k.. O

Exercicio 2.8. Mostra as restantes equivaléncias da Proposi¢ao 2. <

2.2.3 Substituicao de variaveis

Seja ¢ uma formula duma linguagem de 12 ordem £, ¢ um termo de £ e x € Var uma
varidvel. Denota-se por p[t/z] (ou ¢.) a férmula que se obtém de ¢ substituindo todas as
ocorréncias livres de x em ¢ por t.

Seja ¢ a formula Vo (P(z) A Q(x)) — (=P(z) V Q(y)). Entao, ¢[f(x,y)/z] é a formula

Vo(P(r) A Q(z)) = (=P(f(z,9)) V Qy))-

E se ¢ for Vy(=P(z) V Q(y)), qual a formula ¢[f(x,y)/z]? Fica

Vy(=P(f(z,y)) vV Q(y)),

mas aqui a variavel y do termo f(x,y) passou a estar ligada! Para evitar isto, define-se:

Definigao 2.13 (Variavel substituivel). Uma varidvel x é substituivel port em ¢ se nenhuma
ocorréncia livre de x em @ for numa sub-formula Yy ou Iy, para qualquer varidvel y que

ocorra em t. Também se pode dizer que t € livre para x em .

Exercicio 2.9. Seja ¢ a formula 3x(P(y,z) N Yy(=Q(z,y) V P(y,z)))

Determina:

1. plw/z], lw/yl, lf(x)/y] e plg(y,2)/z]

2. Para quais dos termos w, f(x) e g(y, z) € x substituivel em ¢? e y?
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Proposigao 2.7.

1. Se x € substituivel por t em @, sdo vdlidas as formulas:

a) Vr ¢ — [t /]
b) plt/x] — Tz

2. Se y nao ocorre em p, entdo Yrp = Vyply/x]

Demonstra¢ao. Vamos apenas considerar EZ0.0E. Seja A uma estrutura e s uma interpretagao.
Temos que mostrar que se A =5 Vg entdo A = ¢[t/x]. Paratodooa € A, temos A [=y(q/4] ¢-
Seja @’ = s(t), e como t é livre para x em ¢ sabemos que esse serd o valor da interpretagao
de todas as ocorréncias de t em @[t/z]. Mas entdo temos também A =, ¢[t/x]. O caso [H

demonstra-se por contraposigao. O

Exercicio 2.10. Termina a demonstrag¢ao da Proposicao ZZ1. o

2.2.4 Forma normal prenexa

Uma formula duma linguagem de 12 ordem L esta em forma normal preneza se ou:
e nao contém quantificadores

e ¢ da forma
Q1r1Q272 . .. QnTpp

onde cada Q; éouVou 3, 1 <i<n, ey éuma formula sem quantificadores.
Por exemplo,
eyt ((~P(a,2) V (~P(z,y) A P(2,2)) V ~P(w,0))

Proposigao 2.8. Qualquer formula duma linguagem de 1¢ ordem é semanticamente equiva-

lente a uma formula em forma normal prenexa.

Demonstracao. Ideia:

Transformar ¢ de modo a que:
a) sO ocorram as conectivas A, V e -
b) nenhuma variavel ocorra livre e ligada

¢) uma mesma variavel s6 aparece quantificada no maximo uma vez.
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As duas ultimas condigoes obtém-se substituindo, sempre que necesséario, as variaveis quan-
tificadas por variaveis novas usando a Proposicdo EZA.0. Seja ¢; a férmula resultante, que
¢ semanticamente equivalente a ¢ (justifical). Aplicar as sub-férmulas de ¢, as seguintes

transformagoes, até que nenhuma se aplique (onde o ¢ A ou V ):

—Vap — dz-p Ve oy — Vr(iop)
—Jzp — Vz—p podxyy — Fz(po)
poVaxp — Va(por)) Jzpop — Jx(Yoy)
Por indugao no numero de quantificadores que estao no &mbito de conectivas 1 mostra-se que

a formula resultante estd em forma normal prenexa e é semanticamente equivalente a . [
Exercicio 2.11. Obtém uma forma normal prenexa para

Va(P(z,z) A (VyP(z,y) V 3y-P(y,y))) N G(w,0)
o

Resolugao X1

1. Substituir as variaveis ligadas por variaveis novas (Prop.2ZZ1:2)

Ve(P(x,z) N (VyP(z,y) V z-P(z,2))) N G(w,0)
2. Mover Vx para fora:

Vae((P(z,z) N (VyP(z,y) V 32=P(z,2))) N G(w,0))
3. Mover Vy para fora:

VaVy((P(z,z) A (P(z,y) V 32=P(z,2))) A G(w,0))
4. Mover dz para fora:

VaVy3z((P(x,z) N (P(z,y) V —P(z,2))) A G(w,0))

Exercicio 2.12. Encontra a forma normal prenexa de

VeR(z,y) A Jy(-(Vz(R(y,z) = Q(u,y)))))

Leituras suplementares [BEOJ| (Cap. 10,11)
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2.3 Sistema de deducao natural para a légica de 12 ordem

As regras para as conectivas s@o as mesmas que para a logica proposicional.

Havera novas regras de introducgao e eliminagao para:
e a igualdade (=)

e para os quantificadores a introdugao correspondera a uma generalizagao e a eliminagao

uma instanciagao:

(V-E) de VaxP(x) deduzir P(t)

(V-I) pode-se deduzir VzP(x) se para qualquer y se deduzir P(y)

(3-I) de P(t) deduzir JzP(x)

(3-E) se se deduziu 3z P(z) podemos supor P(t)

2.3.1 Regras de inferéncia DN:igualdade

Introdugao de =

—— 1
t=1

Podemos deduzir sempre que um termo ¢ é igual a si proprio...a igualdade é reflexiva

Eliminagao de =

ty =1ty pt1/7]
plta/2]

Se t; € igual a to podemos substituir em ¢, t; por ts.

=E e x é substituivel por ¢; e por t; em

Exercicio 2.13. Mostra que t1 = to Fty = t1 e t1 = to,to = tg F t1 = t3, i.e. , que sdo

deduziveis as propriedades de simetria e transitividade de =. ¢

Resolucao 213

Notar que para aplicar a regra = E, sendo ¢ a formula x = t1, (x = t1)[t1/z] é precisamente

t1 = t1 e a igualdade é t; = to. A conclusdo to =ty é (x = t1)[t2/x].
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~“E(pét;=1),2, 2

Notar que (t; = z)[t2/x] ¢ precisamente t; =ty e t; = t3 & (t1 = x)[t3/z].

2.3.2 Regras de inferéncia DN:quantificador universal

Eliminagao de V

YV .
———— VE onde x é substituivel por ¢t em ¢

plt/x]
Se se deduziu Vx ¢ podemos substituir  em ¢ por qualquer termo ¢ (instanciar o z com

qualquer valor).

Introdugao de V

[v]

olv/z|
YV o

vI onde v é uma variavel nova (ndo ocorre antes)

Se supondo uma variavel nova y podemos deduzir ¢[y/x], entdo podemos deduzir ¢ com
qualquer valor (generalizagao). Para supor y temos de comegar uma nova sub-dedugao mas
sem novas premissas. Na notacao de Fitch isso é indicando com uma nova identacao. Esta

sub-deducao termina quando concluimos a regra.
Exercicio 2.14. Mostrar que

Va(P(x) = Q(x)),VaP(x) F VzQ(x)
o

Resolucao 214

1| Va(P(r) = Q(x))

2 | VaxP(x)

3 |v| Pl — Q) VE, 1

4 P(v) VE, 2

5 Q(v) —E, 3,4
6 | VzQ(z) VI, 3-5
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Exercicio 2.15. Mostrar que

P(t), Vo (P(r) = =Q(x)) F —Q(¢)

Resolucao 215

1 | P

2 | Ve(P(2) - Q)

3 | P(t) — —Q(t) VE, 2

4 —|Q(t) —)E, 3, 1

Exercicio 2.16. Mostra que

FVz(P(z) = Q(x)) — (VaP(z) = VzQ(x))

Resolugao 2218

1 Va(P(x) = Q(x))

2 VzP(z)

3 u | P(u) VE, 2

4 P(u) = Q(u) VE, 1

5 Q(u) —E, 3,5
6 VaQ(x) VI, 3-5
7 Ve P(z) = VzQ(x) —I, 2-6
8 | Va(P(z) = Q(x)) = (VxP(z) — VzQ(x)) —I, 1-7

Exercicio 2.17. Mostra que

F (VzP(z) A YzQ(z)) = Vo (P(x) A Q(z))

Resolugao 17

87
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1 VzP(z) A YzQ(z)

2 u | Yo P(x) AE, 1

3 VaQ(x) AE, 1

4 P(u) VE, 2

5 Q(u) VE, 3

6 P(u) A Q(u) AL 2,3
7 Va(P(z) A Q(z)) VI, 2-6

8 | (VaP(z) A V2Q(z)) = Vz(P(z) A Q(z))  —I, 1-7

Exercicio 2.18. Mostra que
Vae(P(x) V Q(x)), VaxQ(x),Vx(R(x) — —P(x)) F =VxR(x)
o

Resolugao TR

L | Va(P(z) V Q(x))

2 “VzQ(z)

3 | Vz(R(z) — —~P(x))

4 VaR(z)

5 u | R(u) — P(u) VE, 3

6 P(u) V Q(u) VE, 1

7 P(u)

8 R(u) VE, 4

9 - P(u) —E, 5,8
10 F FI, 7,9
11 Q(u) FE, 10
12 Q(u)

13 Q(u) R, 11

14 Qu) VE, 6, 7-11, 12-13
15 vz Q(x) VI, 5-13
16 F FI, 2, 15
17 | ~VaR(z)
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2.3.3 Regras de inferéncia DN:quantificador existencial

Introducgao de 3

plt/x]
Jx

JI onde x é substituivel por ¢t em ¢

Podemos deduzir 3z ¢ se ja tivermos deduzido ¢[t/x] para algum termo t.

Eliminagao de 3

[v plv/z]]

dx ¢ (0 onde v é uma varidvel nova que nao ocorre antes nem
JE

( em

Se deduzimos Jxp, entao existe um valor em que @ se verifica. Assim, supondo que v representa
esse valor e se supondo ¢[v/z] se deduzir 1) onde v nao ocorra, podemos deduzir ¢ (para um
valor genérico). Neste caso temos entdo uma nova sub-dedugao em que é considerada uma

nova variavel (v) e onde existe uma premissa nova (¢[v/z]).
Exercicio 2.19. Mostrar que:

a) Ve p b3z @
Vo (P(z) = Q(z)), 3z P(x) - Jz Q(x)

<&

Resolucao 2219

1 | Vzo
a) 2 | plt/x] VE, 1
3 |3z 31, 2

L |V (P(z) = Q(x))

2 | 3z P(x)
3 |v]| P(v)
b) 4 P(v) — Q(v) VE, 1
5 Q(v) —E, 4,3
6 Jz Q(x) dL, 5
7 | dz Q(x) JE, 3-6
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Como no caso das regras de introdugao e eliminagao de conectivas, também aqui se tem de ter
em conta o Ambito das sub-dedugoes e em especial as variaveis (livres) s6 podem ser usadas
nas sub-deducoes em que sao supostas ou ocorrem em premissas dadas.

Por exemplo, a seguinte é uma dedugao esté errada:

1| Vo (P(z) = Q(x))

2 | 3z P(x)

3 |v|Pv)

4 P(v) = Q(v) VE, 1

5 Q(v) —E, 4,3
6 | Qv) 31, 3-5

7 | 3z Q(x) 3E, 6

Na formula da linha 6, ocorre uma varidvel que s6 devia ocorrer na sub-deducgao iniciada na
linha 3!

Exercicio 2.20. Mostrar que
Va(Q(z) = R(x)), 3z (P(z) A Qz)) F3x(P(z) A R(z))

Resolucgao

1| Vz(Q(z) = R(x))

2 | 3(P(x) A Qz))

3 | v|Pw A QU)

4 Q) — R(v) VE, 1

5 Q(v) AE, 3

6 R(v) —E, 4

7 P(v) AE, 3

8 P(v) A R(v) AL 7, 6

9 3w (P(z) A R(z)) 3L 8

10 |3z (P(x) A R(@)) 3K, 2,39

Exercicio 2.21. Mostrar que

dz P(x),VaVy (P(x) = Q(y)) F Yy Q(y)
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Resolugao 22211

1 | 3z P(x)

Vavy (P(z) = Q(y))

v

coO N O ot s W N

u | P(u)

Yy (P(u) = Q(y)
(P(u) = Q(v)
Q(v)

Q(v)

vy Q(y)
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VE, 2
VE, 4
—E, 5,3
JE, 1, 3-6
VI, 3-7

Todas as regras do sistema DN para a logica de primeira ordem encontram-se na Figura 271

2.4 Equivaléncia ded

utiva

Dadas duas férmulas ¢ e ¢ dizemos que sao dedutivamente equivalentes se e s6 se ¢ - ¢ e

¥ F . E denotamos por ¢ —F .

Proposigao 2.9. Sejam ¢ e ¢ dumas formulas duma linguagem da légica de 1% ordem.

Entao:

1. =Vxp 4 Jz—p

2. ~dxp A= Ve

3. Yrp A Vayp 4-Va(e A 9

4. Jxp V Fzp 4= Fx(p V ¢

)

)

5. Se x nao ocorre livre em Y, eo € N ou V :

(a) Vo otp == Va(pop)

(b) Fzp o 4 x(p o))
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Introducgao Eliminagao
v pAY pAY
oA N | © NE; I N Eo
o] [¥]
o b VY Y Y
SOV'Q[}\/II s0\/,¢}V12 g vV E
[¢#]
F -/
-1 JﬁE
— ®
P
—|90 F
7 FI(x) SFE
(]
(&
—_— ¢y
o 1 o P ; ~
e x é substituivel
ti=ty  plt1/a]
=1 W:E por t; e por t2 em
12
[]
onde v é uma varia-
olv/z] Ve onde x é substitui-
Voo vI vel nova (ndo ocorre 0 /‘% VE
v vel por t em ¢
antes)
[v plv/z]]

: onde v é uma va-
olt/a] onde x é substitui- 3z ¢ Y ridvel nova que nao
EryT I 7 JE

vel por ¢t em ¢ ocorre antes, nem
em v
ZR

Figura 2.1: As regras do sistema DN para a logica de primeira ordem
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Demonstracao. —Vap - Jz—p Por redugao ao absurdo:

Jx—¢ F =Vzp

—_

© o0 N O Ot = W N

N O Ut = W N

VvV
—Jx—¢
w| | ~plu/al
Jx—¢
F
olufal
Yz
F
dz—¢

—Vzp

Vee A Y EVz(e A ) e x nao ocorre livre em

N O Ot s W N

Vzo A ¥

Vo

(G

v | plv/a]
olv/z] A
(o A ¥)[v/a]

V(e A Y)

Il 3

FL 4, 2
RA, 3-5
VI, 3-6
FI, 7,1
RA, 2-8

VE, 2
FI, 3, 4
JE, 1,25
-1, 2-6

AE, 1
AE, 1
VE, 2
AL 3, 4
R, 5
VI, 4-6
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V(e A 1Y) EYze A 1 e x nao ocorre livre em

L | Va(e A 9)

2 | v | (o A ¥)v/a] VE, 1
3 olv/z] A P R, 2

4 P AE, 3
5 olv/z] AE, 3
6 | Vayp VI, 2-5
7 | (Vo) A 9 AL 4, 6

(Fzp) vV Fay) A (e V ¢)

L | (Bze) vV (Fay)

2 Iz

3 v | olv/x]

4 oo/ V dv/z] VI3

5 (p V )[v/a] idéntico, 4
6 Jz(p V ) aL 5

7 Ja(e V 1) JE, 2,35
8 Jzep

9 v | v/

10 olv/z] V Pv/a] VI, 9

11 (o V Y)[v/x] idéntico, 10
12 Jz(e V 1) a1, 11

13 Jz(p V V) JE, 8, 9-12
14 | 3x(e V ) VE, 1,2-7, 813
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1 Jz(p V )

2 v (pVY)/a]

3 elv/z] V Yv/z] idéntico, 2

4 olv/x]

5 Jxp a1, 4

6 dxe V dzy VI, 5 O
7 Plv/x]

8 Jxp a1, 7

9 dxe V dzy VI, 8

10 dxe V dxy VE, 3, 4-6, 7-9
11 | dxp V dzy JE, 1, 2-10

Exercicio 2.22. Mostra que:

a) EVx(o = ) = (3zp — Jzh)

b) FVa(p — ) = (Vep — Vo)

¢) JxP(x),YaVy(P(z) N P(y)) - z=vy)F JzP(x)

onde 3z P(x) representa Jx(P(x) N Yy(P(y) — y = x)) e diz-se existe um tnico x tal
que P(x)

d) EVaVy(z =y — f(z) = f(y))

e) Fx=f(y) = (VzP(z,2) = P(f(y), 2))

Resolucao

a) FVx(p = ¥) = (Fzp — Jx)
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1 Va(p = 1)

2 Iz

3 u | ¢lu/z]

4 (o = ¥)[u/a] VE, 1

5 olu/z] = lu/z] R, 4

6 Wlu/z] >E, 3,5
7 Ja1) 31, 6

8 Jaap 3E, 2, 3-7
9 dxp — dzyp —I, 2-8

b) FVa(p = ) = (Vop — Vay)

1 Va(p = )

2 Yo

3 u | plu/x] VE, 2

4 (o = ¥)[u/z] VE, 1

5 olu/z] — Plu/] R, 4

6 Plu/x] —E, 3,5
7 Ve VI, 3-6
8 Ve — Vo —I, 2-7

¢) JzP(z),VaVy(P(z) N P(y) > x=y)F Jx(P(x) A Vy(P(y) >y ==x))
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1 JxP(x)

2 | VaVy(P(z) A P(y) =z =1y)

3 u | P(u)

4 v P(v)

5 P(v) A P(u) AL 3, 4
6 Vy((P(v) A Ply) = v=y) VE, 2

7 (P(v) A P(u)) = v=u) VE, 6

8 v =1 SE, 5,7
9 Pv) w»v=u —1, 4-8
10 Vy(P(y) =y =u) —I, 4-8
11 P(u) N Yy(P(y) =y =mu) N, 3, 10
12 Jz(P(x) A Yy(P(y) =y =1x)) dl, 11

13 | Fz(P(x) A Yy(P(y) >y =1x)) JE, 1, 2-12

=E(pé flu) = f(z)), 1,3

—I1, 1,3

VI, 1-4

VI, 1-5

e) Fa=f(y) = V(zP(z,2) = P(f(y),2))

1 z = f(y)
2 U P(x,u)
3 P(f(y),u) ~E, 1,2
4 P(x,u) = P(f(y),u) —I,2-3
5 Vz(P(xz,z) = P(f(y),2)) VI, 2-4
6 |x=f(y) = Vz(P(x,2z) = P(f(y),2)) —I,1-5

Leituras suplementares [BEO0| (Cap. 2.3,12,13)

97
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2.5 Integridade e completude

Vamos ver que o sistema dedutivo DN para a légica de 12 ordem ¢é integro e completo, i.e:

Dado um conjunto de formulas ¥ (premissas) e uma formula ¢ (conclusao):

Integridade se existe uma dedugao de ¢ com premissas >, ¥ - ¢, entdo ¢ é consequéncia

semantica de ¥, ¥ = ¢. Em particular se - ¢ (teorema), entao ¢ é valida, = .

Completude Se ¢ é consequéncia seméntica de X, ¥ = ¢, entao existe uma dedugao de ¢

com premissas X, ¥ F . Em particular se = ¢ entdo ¢ é um teorema, t ¢.

2.5.1 Integridade do sistema dedutivo DN

Proposicao 2.10. Se ¥+ ¢ entao ¥ = ¢

Demonstra¢ao. Dada uma dedugao de ¢ com premissas de ¥ (onde, podem néo ser usadas
todas as formulas), vamos mostrar que em cada passo p a férmula que ai ocorre é consequéncia
semantica das premissas (ou hipoteses) que ai sdo assumidas. Entdo em particular, ¢ sendo
o ultimo passo, serd consequéncia seméntica das suas premissas (ou seja ). Provamos por

indugao no nimero de passos da dedugao:

Base. Se s6 houver um passo de dedugao entdo ¢ é uma das premissas ou uma férmula
da forma t = ¢t. Em ambos os casos é facil ver que s@ao consequéncias seménticas das

premissas (mostral)

Indug¢ao. Suponhamos que estamos no passo n e que todos os anteriores verificam a condigao.
Fazemos uma demonstragdo por casos considerando cada uma das regras. Suponhamos

que a regra a aplicar é a eliminacao da implicacao:

—E
Seja 0 a formula deduzida no passo n por aplicagdo de - Ea ¢ — e .
”ﬂ E sejam ¢, ..., ¢y as premissas assumidas em 6. Mas as premissas para
© — 0 e p estdo entre os @1, .. ., Y e ambos sdo consequéncia semanticas

delas:
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1 ¥1
i p—0
P2
! ©
ﬁ
n 0
Vamos ver que 6 é consequéncia seméntica de ¢1, ..., vg. Seja A uma estrutura e s uma

interpretagao tal que A =5 i, 1 <i < k. Entao, também A =5 ¢ — 0 e A =5 ¢. Mas
entao, pela defini¢ao (E) de =4, tem-se que A =5 0. E entao {¢1,...,0r} E 0.

Vejamos agora o caso da regra da eliminacdo do quantificador existencial:
[v plv/z]]

Jx ¢ (0

JE:

Seja 6 a formula deduzida no passo n por aplicagao de JE a Jxp e a uma
sub-dedugdo que contém 6. E sejam o1, ..., ¢, as premissas assumidas
no passo n, em #. Por hipdtese de indugao no passo ¢, Jzp é consequéncia
seméantica de premissas que sao um subconjunto de ¢1, . .., @g € No passo
m, 0 é consequéncia seméntica de premissas que sdo um subconjunto de

Oly -y Pk, Mais a premissa plv/x].
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i Jxp
v | plv/z]
m 0
n 0
Vamos ver que 6 é consequéncia semantica de @1, ..., pr. Seja A uma estrutura e s uma

interpretagao tal que A =5 ¢;, 1 <i < k. E também A |=; Jzp. Isto é, existeum b € A
tal que A %S[b/x] . Nota, ainda, que v nao pode ocorrer em @1, ..., Pk, Jxp e 0. Seja
s" = s[b/v] e, claramente, A [/, w[v/z]. Mas também A f=y ¢;, 1 <i < k e, entao,

A =y 0 (porqué?). E como v ndo ocorre em 6, entao A = 6.

O caso VI é semelhante e os restantes mais simples.

Leituras suplementares [BEQ0] (Cap. 13,18.3)

2.5.2 Conjuntos consistentes e inconsistentes

Definicao 2.14. Um conjunto de formulas X2 diz-se consistente se e sd se ndo existe nenhuma

deducgao de X+ F, caso contrdrio diz-se inconsistente.
Nota que se ¥ é inconsistente, ¥ - 1) para qualquer férmula .

Exercicio 2.23. Mostra que um conjunto > € inconsistente se e sd se existe uma formula ¢

tal que X Fp e X F —p. ©

Lema 2.1. Se X U {—p} € inconsistente se e sé se X F .

Demonstragao. (=) Por aplica¢ao da regra RA e (<) pela aplicagao da regra FI. O
Lema 2.2. (da dedugdo) XU {p} 1) se e sdseX o — .

Demonstracao. Igual ao da légica proposicional. O
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2.5.3 Completude do sistema dedutivo DN

Vamos considerar apenas o caso de £ ser uma linguagem numerével, isto é, em que o seu
alfabeto (de variaveis, simbolos funcionais e de predicado) ¢ numeravel (ndo necessariamente

finito).

Teorema 2.1. (Teorema da completude de Gadel) Se X |= ¢ entdo X F ¢, ou, equivalente-

mente, qualquer conjunto consistente de féormulas € satisfazivel.

Comegamos por mostrar a equivaléncia entre essas duas afirmagoes:

(1< 2) Se ¥ = ¢ entao X U {—¢} nao é satisfazivel. Por 2, ¥ U {—p} é inconsistente, logo
Xk .

(1= 2) Se X U {¢} é nao satisfazivel, entdao X = —p. Por 1, ¥ F —p e entdo X U {——p} &
inconsistente, mas entao também o é X U {¢}.

Iremos mostrar a segunda afirmacao...

Temos que encontrar uma estrutura e interpretacao que satisfaca um qualquer conjunto con-
sistente..o que nao parece tarefa facil. A demonstracéo a apresentar é baseada na de L. Henkin
(e nao na de Godel...).

A ideia é construir uma estrutura cujo dominio seja o conjunto dos termos da linguagem L.

Mas a presenca de quantificadores traz dificuldades acrescidas. Por exemplo,

A ={3zP(x)} U{-P(t) : t € um termo deL}

é consistente mas nao é possivel satisfazé-lo com um dominio s6 com termos de £. E também
é necessario relacionar a satisfazibilidade de P(t) e a de 3z P(x) (o que nao ¢é possivel, p.e, 80
com a validade booleana das formulas...)

Assim iremos introduzir novas constantes em L, que irdo servir para construir testemunhas

(de uma formula existencial) p.e.:
Jz P(z) — P(cp)

E iremos alargar qualquer conjunto consistente de modo a conter todas as testemunhas neces-
sarias e a continuar consistente...
Dizemos que um conjunto consistente de férmulas ¥ de uma linguagem £ ¢ maximal se para

toda a férmula ¢ de £ se tem ou ¢ € ¥ ou —p € 2.

Lema 2.3. Para qualquer conjunto consistente de formulas 3 existe um conjunto A O %, da

linguagem alargada L' = LU {cy,c1,...} onde ¢; sao constantes novas e

1. A é consistente e mazimal em L’
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2. Para qualquer férmula ¢ de L' e qualquer varidvel x € Var existe uma constante c tal

dxep — ple/x] € A
Demonstragao. (do lema PZ3)

Y. é consistente em £’ Suponhamos, por contradigdo que ¥ - F (ou alternativamente uma
qualquer féormula da forma 8 A —f). Mas nessa dedugao s6 pode ocorrer um numero
finito de constantes novas, ci,...c;. Entao podemos substituir cada uma dessas cons-
tantes por uma variavel nova, sejam y1,...,yr. A deducao resultante é uma deducao

de F a partir de ¥ em L. Absurdo! Porque X é consistente em L.

Vamos construir O tal que X U © satisfaz @ Como £’ é numeravel, entao também o sao
Var e o conjunto das suas férmulas. Podemos entao enumerar < 1,1 >, < @9, To >,. ..
Seja 61 a formula 3z — @1]c1/z1], onde ¢; é uma constante nova que nao ocorre em
p1. Paran > 1, 0, é Ix,pn — pnlcn/xys], onde ¢, é uma constante nova que nao ocorre

nem ¢, nem em 6y...60,_1. Seja

© ={01,0,,...}
¥ U® é consistente Suponhamos que nao, entao existe m > 0 tal que X U {61,...,0m11}
¢ inconsistente e X U {61, ..., 0} consistente. Mas, entao

EU{Ql,...,Hm} F —0mt1

Como €, 4+1 € da forma Jrp — @[c/x], entdo também (mostral)

YU{by,....0n}F Iz
YU{01,...,00} F —pc/x]

mas como ¢ nao ocorre em L U{0y, ..., 0}, podemos substitui-lo por uma variavel nova

e usando a regra VI, concluimos também que

YU{0,...,00} F Ve

mas como Yx - - —dzp, vem
YU{0,...,0n} F Tz
Absurdo! porque ¥ U {01, ...,0,,} é consistente.

Estendemos ¥ U ©® a um conjunto consistente maximal A Seja @1, @2, ...uma enu-

meragao das formulas de £’ e definimos
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A=, A,
onde
Ay = UG
A ApU{pni1} se este conjunto é consistente
+1 =
! ApU{=pnt1} caso contrario

Mostra-se por indugao sobre n que os A,, sdo consistentes (mostrar!). Logo A também

é consistente e maximal.

Exercicio 2.24. Se A é um conjunto consistente maximal e At ¢ entio ¢ € A o

Para um conjunto de formulas A do lema anterior, vamos construir uma estrutura Aa =

(A,-A2) e uma interpretacio sa tal que
Ap Fs, ¥, para todo ¢ € A
Considere-se o conjunto de termos 7 e seja ~ a relacao binaria dada por
ti~taseesdset; =ty €A

Pela defini¢ao de A o fecho reflexivo de ~ é uma relagao de equivaléncia em 7, que designamos

por ~A

A estrutura Aa é:
e 0 dominio é o conjunto das classes de equivaléncia de ~a

e para cada simbolo relacional R € R, n > 1:
RAs = {([ta], .-, [tn]) | R(t1,...,ts) € A}
e para cada simbolo funcional f € F,, n > 0 tem-se:

fAA([tl]a ey [tn]) = [f(tla e 7tn)]

e para cada constante c:

Para cada x € Var, sa(z) = [7]
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Lema 2.4. Para qualquer termo t € T, tem-se que sa(t) = [t]
Demonstracao. Por inducao sobre t.

Base. Para as varidveis e constantes por definicao de sa.

Inducgao. Se f € Fpoety,...,tn €T,

sa(flts, ... tn) = fA2%(sa(t),...,sa(tn))
= A2t [ta])
= [f(tla---atn)]

Lema 2.5. Seja A um conjunto de formulas nas condicoes do lema EZ3. Entdo
AA Esa v seesdsep e A
Demonstracao. Por inducao sobre 1.

Base. 1) & atomica. Se ¢ é t; = tg, entdo Aa =5, t1 = t2 sse sa(ti) = sa(ta) sse
[t1] = [to] , e, t1 = ta € A. Se ¢ & R(t1,...,t,) entdo Aa s, R(t1,...,tn) sse
(5a(t1),...,5a(tn)) € RA2 ie ([t1],...,[ta]) € RA2 ou R(ty,...,t,) € A.

Inducao. Se é 1 é —p, entao Ap =, ¢ sse Aa =, @, e por hipdtese de inducdo ¢ ¢ A,
logo por A ser consistente maximal, ¢ € A. Se ¥ é p1 V @2 entdo,Aa s, 1 V 92
sse AA s, @i pelo menos para um 4, e por hipotese de inducdo ¢; € A, mas entdo por
A ser consistente maximal, ¢1 V o € A. Analogamente para 1) € o1 A @o . Se P é
¢ — 0 entao, Aa s, ¢ — 0 sse Aa s, ¢ ou Aa =5, 0, € por hipdtese de indugao
ou p ¢ A ou § € Amas entdao por A ser consistente maximal, ¢ — 6 € A. Se ¢ é Vap,
tem-se que Jx—p — —plc/x] € A, para algum c. Logo

Vep ¢ A sse Jx-p €A
sse  —plc/x] € A
sse  plc/x] ¢ A
sse  An Fsn ple/a]
donde AA s, Vo
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Reciprocamente, se A [£s, Vo, existe ¢ tal que Aa [Eg, (/2] ¢- Existe 6 equivalente
a ¢ e onde z & substituivel por t em 0, logo Aa [Esa(ig/2) O € Aa Fsa O[t/x]. Por
hipotese de inducao, 0[t/x] ¢ A e portanto Vz6 ¢ A. E como 6 e ¢ sao equivalentes e
A maximal, Vxp ¢ A. Analogamente se ¢ é Jzp.

O

Demonstra¢ao. (Teorema da completude 271) Mostrar que dado um conjunto consistente
Y ele é satisfazivel. Estendemos ¥ C A nas condi¢oes do lema 223 para £’ e sejam Aa e sa a
estrutura e a interpretagao que satisfazem A em L') pelo lema B73. A restricao Ay, de Aa a
L satisfaz 3. O

2.5.4 Consequéncias da completude e integridade
Corolario 2.2. (Teorema da compacidade)
1. X = ¢ se e so se existe um subconjunto finito Xo C 3 tal que Xo = .

2. Um conjunto de formulas duma linguagem de 1¢ ordem ¢é satisfazivel se e sé se todo o

seu subcongunto finito o for.

Demonstragao. As duas afirmagoes sao equivalentes (verifical), portanto basta demonstrar a
primeira. Se ¥ | ¢ entdao ¥ F ¢. Como qualquer dedugao s6 utiliza um ndamero finito de

premissas (hipoteses), existe ¥y C ¥ finito tal que Xy F ¢ ou seja Xg | ¢. O]

Vamos ver uma aplicagdo deste teorema que mostra as limitagoes da expressividade da logica
de primeira ordem. Em particular, que nao existe um conjunto de férmulas que caracterize

na estrutura dos nimeros naturais.

Exemplo 2.13. Modelos nao standard para a aritmética

Seja Ly a linguagem de 1% ordem com igualdade para os nimeros naturais ji dada: Fo =
{0,1}, Fo = {+, x} e Re = {<}
Seja N = (N, -N) uma estrutura de Ly, onde N ¢ definido por:

e 0V =0, 1V =1
o +N(n,m)=n+m, xN(n,m)=nxm
o N={(n,m)eN?|n<m}

Podemos provar, por exemplo que, N |EVx x < x + 1 (verifica!)
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A estrutura N € designada a estrutura standard de Ly, pois Ly foi construida para se poder
falar das propriedades dos nimeros naturais. Mas podemos escolher outras estruturas para
Ln:

Por exemplo, para p > 1, N, = ({0,...,p— 1}, ;\/) com

o M =0, 1Vr =1

e +M(n,m)=(n+m) modp

e xM = (nxm) mod p

E, neste caso Ny =V x < x + 1(verifica!)

Isto €, existe uma formula da légica de 1% ordem que permite distinguir a estrutura N da
N,. No entanto, usando o teorema da compacidade podemos demonstrar que nem sempre é
possivel distinguir por uma formula duas estruturas para a mesma linguagem.

Seja N' = (NU{n+i|n e N}, N a estrutura de Ly, onde i = /—1 e, por exemplo, para o

stmbolo funcional + temos:
o +No(n,m) = (n+m)
o +No(ndim+i)=(n+m)+i

Vamos ver que N nao pode ser distinguido de N por uma proposi¢io de Ly (ou doutra

linguagem de 1¢ ordem,).

Corolario 2.3. Se X é um conjunto de proposicoes tal que N' = X entao existe um modelo

N tal que N" =% e o dominio de N' € um subconjunto préprio de N'.

Demonstracdo. Considera as proposigoes ¢, dadas por

Jx((z#0) A (z#1) A ..o A (x#n))

Entao o conjunto X U{¢, | n > 0} & consistente. Porque se nao o fosse, teria um subconjunto
finito que era inconsistente. Esse conjunto finito conteria um ndmero finito dos ¢,. Mas
obviamente A satisfaz ¥ e qualquer conjunto finito de ¢,,. Absurdo!

Portanto o conjunto ¥ U {¢,, | n > 0} é consistente, logo ¢é satisfazivel. Isto é, tem de existir
uma estrutura cujo dominio seja um superconjunto do de N e que seja um modelo desse

conjunto, p.e, N. O

Corolario 2.4. (Teorema de Lowenheim-Skolem I) Se um conjunto de formulas ¥ €
satisfazivel por uma estrutura, entao X € satisfazivel por uma estrutura com um dominio

numerdvel.
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Demonstracdo. Porque o dominio da estrutura construida na demonstracao do teorema da

completude é numeravel. O

Sendo um modelo numeravel ele pode ser finito ou infinito. Mas sera que todas as proposigoes
tém um modelo numerével infinito?

Sejam, por exemplo, VaVyx = y ou JzIyVz(z =z V z =y).

Estas proposi¢oes nao tém modelos infinitos! A primeira nao aceita modelos com dominios de

cardinalidade maior que 1, e a segunda maior que 2.

Corolario 2.5. (Teorema de Lowenheim-Skolem II) Se uma proposi¢ao tem um modelo

finito de cardinalidade arbitrariamente grande, entdo tem um modelo infinito.
Demonstracdo. Seja a proposi¢ao ¥y, para k > 1

31‘1 N Ela;k /\lgigjgk xT; 75 T4

1 indica que existem pelo menos k objectos diferentes no dominio; nao pode ser satisfeita
por uma estrutura com menos de k elementos e todas as estruturas com mais elementos a
satisfazem. Suponhamos, por contradi¢dao, que existe uma proposi¢cao ¢ que tem modelos

arbitrariamente grandes, mas nenhum modelo infinito. Seja o conjunto

N ={etU{vr | ke N\{0,1}}

Se ¥ tem um modelo M, entao M nao pode ser finito (seja k, entdo 141 nao era satisfeita),
e nao pode ser infinito (satisfaria ). Entao, ¥ nao tem modelo.

Pela compacidade, existe um conjunto finito D C ¥ que ndo tem modelo. D tem de conter ¢
(senao haveria um modelo suficientemente grande que continha todos os ¥y de D). Seja k o
maior inteiro tal que ¥, € D. Por hipétese, ¢ tem um modelo finito de cardinalidade maior

que k. Entao esse modelo satisfaz todas as proposi¢oes de D. Absurdo! O

Este teorema permite ilustrar mais limitacoes da expressividade da logica de 12 ordem. Em

particular, temos:

Corolario 2.6. Nao eziste nenhuma formula ¢ (com duas varidveis livres) tal que saber se

existe uma estrutura G da linguagem Lg, tal que G |= ¢ equivale a determinar se:

Dado um grafo dirigido (finito) G e dois nds x ey de G, existe um caminho

de x para y.

Demonstra¢do. Suponhamos que existe uma tal formula . Seja iy a formula VaVyp. A
formula 1)y indica que G é fortemente conexo. Seja ainda 1 a formula ( que corresponde a

todos os nds tém grau de saida 1)
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VedyG(z,y) A YaVyVz((G(z,y) N G(z,2)) =y = z)
e ¥9 a formula (que corresponde a todos os nds tém grau de entrada 1)
VedyG(y,x) A YaVyVz((G(y,z) A G(z,2)) =y = %)
E seja 1 a proposicao ¥g A Y1 A . Os grafos que satisfazem v dizem-se ciclos.
o
L—Q
Obviamente, existem ciclos finitos com niimero arbitrario de nés. Pelo teorema de Lowenheim-
Skolem, ¥ tem um modelo infinito, seja G,. Mas ciclos infinitos (i.e com um ntmero infinito
de nos) nao existem!: seja ng um né de G, e consideremos todos os nos atingiveis de nyg.
Como é fortemente conexo esse conjunto inclui todos os nos do grafo. Mas como o grau de

entrada de ng é 1, existe um no, seja n; tal que (nj,ng) é um arco de Goo. Mas entdo o ciclo

¢é finito. Absurdo! O

Do mesmo modo, se uma linguagem da logica de 12 ordem tivesse um simbolo de predicado que
pretendesse significar € antepassado de, entdo nao haveria nenhum conjunto de proposigoes
que “capturasse”’ este conceito pois existiria sempre um modelo que permitiria antepassados

infinitamente distantes....

Teorema 2.2. (da compacidade da légica proposicional) Um conjunto ¥ de férmulas

da l6gica proposicional € satisfazivel se e s se todo o seu subconjunto finito o for.

Demonstragao. Seja Lprop uma linguagem de 12 ordem sem igualdade e um simbolo de
predicado unario P, como unico simbolo nao-légico. Seja A = {P(x;) | i € N} o conjunto de
formulas atomicas de Lprop € seja m 1 A — Vprop tal que (P (z;)) = pi, i € N. Podemos
estender m a uma fungao bijectiva entre o conjunto das formulas de £p,,, sem quantificadores
e as formulas proposicionais, obtendo a forma booleana das primeiras férmulas. Em particular,
um conjunto ¥ de formulas de Lp,,, sem quantificadores ¢ satisfazivel se e s6 se o conjunto
(X)) das respectivas formas booleanas o for.

(<) Seja ¥ um conjunto de formulas proposicionais, tal que todo o subconjunto finito ¥y C %
¢ satisfazivel. Entdo, todo o subconjunto finito de 7~1(X) é satisfazivel. Pela compacidade,
771(X) é satisfazivel. Mas entdo também 7(7~ (X)) = X ¢é satisfazivel

(=) Trivial. O

Exercicio 2.25. (Aplicag¢ao do teorema da compacidade)

Seja L uma linguagem de 1% ordem com igualdade.
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1. Para cadan > 1, construir uma proposicao oy, de L tal que A |= @, se e sé se o dominio

de A tem pelo menos n elementos.
Resolucao

Para cada i, p; € a formula

E|£L‘1...E|.Z’n /\ $i7él‘j

1<i<j<n
2. Seja ¥ = U;>1{pi}. Quanto é que uma estrutura de L é um modelo de ¥.?
Resolucao
Quando o seu dominio ¢ infinito (pelo menos numeravel)
3. Suponhamos que @ € uma proposicao tal que A € um modelo de ¢ se e sé se o dominio
de A € infinito. Mostra que ¥ = .
Resolucao

Se A = (A,-A) satisfaz ¥ entdo A € wm conjunto infinito. Mas entio satisfaz .

4. Justifica que ¢ nao pode existir.
Resolucao

Pela compacidade, ¥ |= ¢ se e sd se existe X9 C X finito tal que o = ¢. Seja ng
o maior valor tal que n, € Yo, entio qualquer estrutura A = (A,-A), com |A| = ng

satisfaz Y. Logo, A satisfaz . Absurdo!

Leituras suplementares [BEOJ] (Cap. 19)

2.6 Axiomatizacoes e teorias

Normalmente, para além de férmulas validas, estamos interessados na satisfazibilidade de
formulas numa dada estrutura (ou na sua validade numa dada estrutura). Mas para que
possamos ter um sistema dedutivo associado, interessa ter um conjunto de férmulas que sejam
validas nessa estrutura e a partir das quais se possam obter todas as consequéncias seméanticas.
Essas formulas s@o premissas nos sistemas dedutivos e sao designadas de axiomas nao-ldgicos.
Para além de valido numa dada estrutura A (e portanto consistente), um conjunto de axiomas
3] deve ser completo: se uma férmula ¢ for valida em A entdo ¢ é consequéncia seméantica de
Y. Dada a completude e integridade, isso equivale a que para toda a férmula ¢, ou ¢ ou —p

seja dedutivel de X.
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Exemplo 2.14. No Mundo dos Blocos, onde hd objectos geométricos de trés formas possiveis

(cubos, tetraedros e dodecaedros), uma aziomatiza¢ao da nogao de forma é dada por:
1. =3z(Cubo(x) A Tetra(z))
2. —=3z(Cubo(x) N Dodec(x))
3. —=3x(Dodec(z) N Tetra(z))
4. Yx(Cubo(xz) V Dodec(z) V Tetra(zx))
5. Vavy((Cubo(x) N Cubo(y)) — MesmaF (x,y))
6. VaVy((Tetra(x) N Tetra(y)) — MesmaF (z,y))
7. VaVy((Dodec(x) N Dodec(y)) — MesmaF (z,y))
8. VaVy((Cubo(x) N MesmaF (z,y)) — Cubo(y))
9. VaVy((Tetra(x) N MesmaF(x,y)) — Tetra(y))
10. YaVy((Dodec(x) N MesmaF(x,y)) — Dodec(y))

As primeiras 8 proposicées indicam que um objecto nao pode ter duas formas; a quarta que
cada objecto tem uma forma; e as restantes indicam que dois objectos tém a mesma forma se

e 80 se sdo 0s dois cubos, tetraedros ou dodecaedros.

Exemplo 2.15. Teoria dos grupos Considera uma linguagem de 1% ordem (com =), com
um simbolo funcional bindrio o e uma constante 1. A no¢ao de Grupo da teoria dos grupos €
aziomatizada completamente pelos sequintes axiomas nao-logicos (dos quais se podem deduzir

todas as propriedades de um grupo):
1. VaVyVz (xoy)oz=mx0 (yo 2)
2.Vx (xol)==x
3. Vxdy (xroy)=1
Exemplos de outras axiomatizacoes:
e Axiomas da Geometria de FEuclides
e Axiomas de Zermello-Frankel para a teoria dos conjuntos

e Axiomas de Peano para a teoria dos niimeros naturais
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2.6.1 Teoria ingénua dos conjuntos

Um conjunto é uma colecgao de elementos. Seja uma linguagem de 12 ordem com igualdade
que tem um simbolo relacional binario €. Para distinguir entre conjuntos e elementos, usare-
mos variaveis a, b, ¢, ...para conjuntos e x, y, z, ...para elementos. Consideremos entao os

seguintes axiomas:

Axioma da extensionalidade VaVb (Vz (x €a <>z €b) - a=Db)

Um conjunto é completamente determinado pelos seus elementos; assim, conjuntos com

0s mesmos elementos sao iguais.

(Esquema de) Axioma da compreensao V3aVz(z € a <> p(x))

Cada propriedade determina um conjunto, ie, cada féormula determina um conjunto: o
dos elementos que tém essa propriedade. A quantificacdo sem variaveis corresponde a

quantificar universalmente todas as varidveis que ocorram em .

A partir destes axiomas, podem-se também definir (e deduzir) férmulas correspondentes a

relagao C, as operagoes N e U, conjunto poténcia, .... Por exemplo,

Inclusao Vz(z € a — x € b), (a Cb)
Uniao VavVdVz((z € aUD) <> (z €a V z € D)), (aUDb)
Interseccao VavVdVz((z € anb) <> (z €a N z € D)), (anb)

Conjunto poténcia Vb3cVz(x € ¢ «+» = C b), (P(b)) (para qualquer conjunto existe um

tinico conjunto cujos elementos sdo os subconjuntos desse conjunto)

e também se podem deduzir propriedades destas operagoes.
Proposicao 2.11. Para qualquer b, € falso que P(b) C b.

Demonstragao. Pretende-se provar que, para qualquer b, P(b) Z b, isto é, que existe um

subconjunto de b que nao pertence a b. Seja
c={z|zeb ANz}

Pelo axioma da compreensao ¢ é um conjunto e ¢ C b, logo ¢ € P(b). Vamos ver que ¢ ¢ b.
Suponhamos que ¢ € b. Entéo ou ¢ € c ou ¢ € ¢. Mas facilmente se vé que ambas as hipoteses

nao se podem verificar. O

Proposicao 2.12. Ezxiste um conjunto ¢, tal que P(c) C c.
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Demonstragao. Pelo axioma da compreensao existe um conjunto (universal) que contém tudo:
c={x|z=x}
Mas entao qualquer subconjunto de ¢ é um elemento de ¢, portanto P(c) € c. O

Acabamos de ver que se podem deduzir as formulas Vb—(P(b) C b) e IbP(b) C b
Donde os axiomas sao inconsistentes! (Logo nao satisfaziveis...)

Esta contradicao esta relacionada com o paradoxo de Russell:
Z ={xz|x ¢ x} e considerar Z € Z

Podemos entao concluir que o Axioma da compreensao nao é valido: a propriedade ndao

pertencer a si proprio nao determina nenhum conjunto.

2.6.2 Teoria de conjuntos de Zermelo-Frankel

Para evitar a inconsisténcia da teoria ingénua dos conjuntos, os axiomas usualmente adoptados
para a teoria dos conjuntos sao os de Zermelo-Frankel. Mantém-se o axioma da extensionali-
dade mas o axioma da compreensao é substituido por varios outros, que evitam a possibilidade

de referéncia a conjuntos tao grandes como o conjunto de todos os conjuntos.

Axioma da extensionalidade VavVb (Vz (r €a<>z€b) —a=0

Axioma da separagao YWa3dbVz (x € b <+ (z € a A p(z)) Esta é a versao mais fraca do
Axioma da compreensao. S6 se podem formar subconjuntos de conjuntos ja existentes.
Mas este axioma, embora torne a teoria consistente, é muito restritivo. Nem sequer
permite deduzir que a reuniao de dois conjuntos é um conjunto. Assim foi necessario

acrescentar mais axiomas.

Axioma dos pares YuVvIaVz(z € a <» (x =u V x =v)) (para cada dois elementos existe

um conjunto a que os dois pertencem)

Axioma da uniao Va3bVz(z € b <> Je(c € a A x € ¢)) (para qualquer conjunto a de

conjuntos , a uniao de todos os elemntos de a também sdo um conjunto)
Axioma da poténcia Vb3cVz(z € ¢ +» = C b) (conjunto poténcia)
Axioma da infinitude Existe o conjunto de todos os niimeros naturais.

Axioma da substituicao Se Va(Vz(z € a A (yp(x,y))) — IVe(z € b < 3t (t €
a A p(t;x))))
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Axioma da regularidade Vz(z # 0 — Jy(y € 2 A Va(z € z — 2 ¢ y))) (nenhum conjunto

tem uma intersec¢ao nao vazia com cada um dos seus elementos)

Axioma da escolha Se f é uma fungao com um dominio a nao vazio e para x € a, f(x) é
um conjunto nao vazio entao existe uma fungao g de dominio a tal que para cada x € a,

g(x) € f(x). (g escolhe elementos de cada f(z))

2.6.3 Axiomas para a teoria dos nimeros (aritmética)

Seja uma linguagem de 12 ordem com igualdade, o = {0,1} e F2 = {+, x}. Podemos omitir
o operador relacional < uma vez que essa nogao se pode definir a partir da igualdade:
r<yédzz+z=y

x<yédzlz+z=y N 2#0)

J&a vimos que a esta linguagem permite definir formulas que caracterizam propriedades dos
nameros naturais, i.e, da estrutura N' = (N, .A) onde as interpretagoes dos simbolos nao-16gicos
correspondem as operacgoes aritméticas usuais.

Alguns desses conceitos podem-se exprimir pelas seguintes formulas:
Divisao inteira:  =g¢xy+7r A r <y =gef INTDIV (z,y,q,7)
y divide x: 3¢INTDIV (x,y,q,0) =ge5 DIV (y,x)

2: 14+ 1=gef 2

[0l

x & par: DIV (2,x) =45 Par(x)

8
o]

é impar: —~Par(z) =4.5 Impar(x)
x & primo: —~x <2 A Yy(DIV(y,z) = (y=1V y=2x)) =gef Primo(x)
x é poténcia de 2: Yy((DIV(y,x) N Primo(x)) =y =2) =qe5 P(2,2)

y & 2% e o k-ésimo bit de = & 1: P(2,y) A VgVr(INTDIV (z,y,q,v) — Impar(q)) =ges
BIT(z,y)

Os axiomas de Peano (PA) sao factos basicos dos nimeros naturais:
1. Vz(x +1 # 0) (0 nao é o sucessor de nenhum natural)
2. VaVy(x +1 =y + 1 — x = y) (o sucessor é injectivo)
3.0+1=1

4. Vo x4+ 0 =z (0 é identidade para +)
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5. VaVyz + (y+1) = (r +y) + 1 (+ ¢ associativo)
6. Vo x x 0 =0 (0 é absorvente de X)
7. VaVy x x (y + 1) = (z X y) + x (distributividade)

8. (principio da indugao) (¢[0/z] A (Vz(p — [z + 1/z]) = Vap

E facil de verificar que os axiomas de Peano sao vélidos em N. Assim, pela integridade da

deducao natural, todas as proposicoes ¢ tal que PA F ¢, sao véalidas em N.
Exercicio 2.26. Mostrar que os axiomas de Peano sao vdlidos em N'. ¢
Exercicio 2.27. Mostrar que PAFVz(z+1=1+4+z). ©

Resolugao 2227

1 | Va(z+1+£0)

VaVy(zx +1=y+1—z=1y)
0+1=1

Veax+0==x

Veaxx0=0
VaVyx x (y+1)=(x xy)+x
(pl0/a] A (Va(p = plz +1/2]))) = Vop

2
3
4
5 |VaVyz+(y+1)=(z+y) +1
6
7
8
9

1+0=1 VE, 4
10 |0+1=1+0 ~1,3,9
11 | u u+1l=1+4+u
12 Vyl+(y+1)=(0+y)+1 VE, 7
13 I+ (u+1l)=(01+u)+1 VE, 7, 12
14 l4u=u+1 = simetria, 11
15 1+ u+1)=(u+1)+1 ~E, 14, 13
16 (u+1)+1=1+4+(u+1) = simetria, 15
17 u+l=14+u—(u+1)+1=14+(u+1) —1, 11-16
18 |Ve(z+1=14+z—=(z+1)+1=14+(x+1)) VI, 11-17

19 |041=1AVe(@+1l=1+4z— (@+1)+1=1+(z+1)) AL 10, 18

20 |Vz(z+1=142x) —E, 8,19
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2.6.4 Teorias da logica de 12 ordem

Apresentamos em seguida uma formalizagdo das no¢oes de axiomatizacao e teoria.

Definigao 2.15. Uma teoria T € um conjunto de proposicées de uma linguagem L. Uma
teoria duma linguagem L diz-se (formalmente) completa se para qualquer proposi¢iao ¢ de L

ou @ ou —p € deduzivel de T .

Definigao 2.16. (Teoria duma estrutura) Dada uma estrutura A duma linguagem L, o

conjunto de todas as proposi¢ées vilidas em A denomina-se teoria da estrutura e denota-se

por Th(A).

Definigao 2.17. (Aziomatizagcao) Uma axiomatizacao de uma estrutura A é um conjunto
de proposigoes ¥ vdlido em A, i.e, tal que A = X. Uma aziomatiza¢ao de A é completa se

para todo ¢ € Th(A), ¥ |= ¢ (e também X+ ).

Para a aritmética, p.e, pretendia-se uma axiomatizac¢ao completa, isto é, em que fosse possivel
deduzir todas e s6 as proposicoes que eram verdadeiras em N, isto ¢, na estrutura N = (N, .4).

J& vimos que a axiomatizagao de Peano é integra.

Leituras suplementares [BEQ0] (Cap. 15,16.4)

2.7 Outros sistemas dedutivos

2.7.1 Sistemas dedutivos de Hilbert, H

Supondo apenas o conjunto completo de conectivas {—, —} e uma linguagem com igualdade:

Axiomas

o= (=9
(o=@ —=0) = ((p—=9) = (p—0)
(Y = =p) = (Y = ¢) = )

Vo — ¢[t/z], onde x é substituivel por ¢t em ¢

V(e — ) = (¢ — Yaep), onde = nado ocorre livre em ¢
e =2z

e 1=y — (¢ = ¢ly/7]) e p & atomica
Regras de inferéncia

e Modus ponens: de ¢ e de ¢ — 1, inferir ¢
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e generaliza¢ao: para x € Var, inferir Vxp a partir de ¢

Proposigao 2.13. X Fxyp ¢ se e s6 se X g ¢

Demonstragcao. (<): Basta ver que os axiomas de H s@o teoremas de DN. A regra de
inferéncia modus ponens corresponde a regra da eliminac¢ao de implicagdo de DN (— E) e a
regra generalizacao a regra da introducao do quantificador universal de DN (VI)

(=): é possivel transformar uma dedugdo em DN, numa dedugdo em H. (Nao o faremos

neste curso...) O

2.7.2 Tableaux

Recordemos que as regras proposicionais de expansao de tableaux sdo:

- oF oV a B
Vv F
@ a1 B1 | B2
(0%)

onde

a ap az B B B2
e ANY | o Y| (e AY)| e
e VY| el eVY | o W
“(p=Y) | ¢ | =Y | mp P

2.7.2.1 Regras de expansao para tableaux

A notagao uniforme para as formulas pode ser extendida para os quantificadores (y universais

e 0 existenciais):

ot (1) 6 6(t)
Vop | plz/t] || Jre | elz/t]
3w | pla/t] | Vap | ela/i]

Nesta notacao, as novas regras de expansao dos tableaux sao:

e _0
(¢ o(p
onde t é um termo fechado e p é uma constante nova.

Exemplo 2.16. Considerar o tableaux para a negac¢ao duma férmula vdlida:
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~(Vz(P(z) = Q(x)) = (VaP(z) = V2Q())))
Vo(P(z) = Q(z))

VaP(x)
V2 Q(2)
~Q(a)
P(a)
P(a) = Q(a)
~P(a) Q)
X X

obtemos um tableaux fechado, onde a € uma constante, que nao aparece na férmula.

Para cada quantificador existencial é necessario usar uma constante nova. Por exemplo se

considerarmos a negagao de:
Ve(P(x) V Q(x)) — (VzP(z) V VzQ(x))
que ¢é satisfazivel mas néao valida, se nao tivermos esse cuidado obtemos um tableaux fechado.

Exemplo 2.17. Considerar o tableaux para a nega¢ao da formula:

~(Va(P(z) vV Qx)) = (VaP(z) V VzQ(x))
(Vz(P(z) vV Q(z))
—(VzP(z) V VzQ(x))
—VaP(x)
“V2Q(z))
—Q(a)
-P(b)
P(a) v Q(a)
P(b) v Q(b)

Notar que um ramo ndo fechado de um tableaux define uma estrutura em que a formula €

vdlida.
Exemplo 2.18. Consideremos ainda um tableaux para ¢ igual a o1 A @2 A 3 onde:

Y1 = Va3yP(z,y)
g = Vax—P(x,x)
3 = VaVyVz((P(z,y) A P(y,2)) = P(z,z))

Depois de aplicar as regras o obtemos
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VaxIyP(x,y))
Va—P(x,x))
VavVyvVz((P(xz,y) N P(y,z)) — P(z,z))

Agora nao temos nenhuma constante (ou outro termo) para instanciar. Podemos escolher
qualquer elemento ay e obter JyP(a1,y) a partir de ¢1. E depois instanciar o 3 com uma
constante nova, az. E voltar a instanciar @1 com ag, ficando IyP(az,y). E voltar a instanciar
este com uma nova constante as....e deste modo temos um processo que nao termina...

Pode-se mostrar que ¢ nao tem nenhum modelo finito!: Suponhamos que existe A com doninio
finito mas nao vazio. Por @1 existe uma sequéncia de a; tal que A ):s[x/ai][y/a].] P(x,y), para
todosi e j =i+ 1. Por ps, j #1i. Mas como o dominio € finito, existe k com ap = a;. O que

contradiz @o que obrigaria a A Wy )q, ) [P(T, ).

Podemos concluir que os tableaux nao sao um processo de decisao para a validade das

férmulas de primeira ordem.



Capitulo 3

Indecidibilidade e Incompletude

3.1 Programa de David Hilbert

No inicio do século XX, o mateméatico David Hilbert colocou diversas questoes sobre os fun-

damentos da matematica:

1. A matematica é completa no sentido que cada afirmagdo pode ser demonstrada ou

contraditada?

2. A matemética é consistente no sentido em que para nenhuma afirmagdo pode ser de-

monstrado que ela é verdadeira e falsa

3. A matematica ¢é decidivel no sentido que existe um método preciso que determine a

verdade ou falsidade de qualquer afirmacao matematica?
Respostas negativas:

Godél 1931: incompletude da aritmética

Church+Turing, 1936-7: Indecidibilidade da LPO

Para a aritmética, p.e, pretendia-se uma axiomatizagao (teoria) completa, isto é, em que fosse

possivel demonstrar (deduzir) todas e s6 as proposigoes que eram verdadeiras em N.

Teorema 3.1. (Teorema da incompletude de Gédel para PA) Os aziomas de Peano nao cons-

tituem uma teoria completa.

Teorema 3.2. (Teorema da incompletude de Godel) Nao existe nenhum conjunto recursiva-

mente enumerdvel de axiomas X, tal que para toda a formula ¢ se tem que X F @ se e sd se

N E= .

119
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David Hilbert formulou com problema fundamental da matematica (Entscheidungsproblem) o

seguinte:

A matematica é decidivel no sentido que existe um método preciso que deter-

mine a verdade ou falsidade de qualquer afirmacdo matematica?

Usando a logica de primeira ordem para representar as teorias matematicas, vem:

O problema fundamental da légica matematica é:

Dada uma férmula ¢ duma linguagem de primeira ordem £ existe um processo
de computagao que determine ( decida) se ¢ é valida (ou equivalentemente se ¢ é

um teorema dum sistema dedutivo)?

Resposta Nao

Alan Turing On computable numbers, with an application to the Entscheidungsproblem, 1937

Alonzo Church An unsolvable problem of elementary number theory,1936

3.2 Indecidibilidade da Loégica de 12 ordem

3.2.1 Revisoes de Decidibilidade e Maquinas de Turing

Pela tese de Church-Turing, um problema é efectivamente computdvel, i.e. tem um método

algoritmico para o resolver se e s6 se existe uma méquina de Turing que o resolve.

MaAaquinas de Turing Foi desenhada por Alan Turing para descrever o minimos indispen-
savel para se obter um método efectivo de computagao.

Uma maquina de Turing (MT)

® |  ® a1 |...|Q;|...|Qp | @ | @®

/]\

\ controlo finito \

é constituida por

e um controlo finito (conjunto finito de estados)
e uma fita infinita dividida em células

e uma cabega de leitura/escrita que actua de cada vez sobre uma célula da fita
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No inicio os dados estao escritos na fita, um simbolo em cada célula, e as restantes células da
fita contém um caracter especial da fita, designado por “branco”, neste caso, e. A cabeca esta
no simbolo mais & esquerda dos dados.

Num passo de computagao (movimento), dependendo do simbolo lido na fita pela cabega e do

estado do controlo finito, a maquina
1. muda de estado
2. escreve um simbolo na célula que esta debaixo da cabeca
3. move a cabega para a esquerda ou para a direita
Formalmente uma maquina de Turing é
M = (S,A,T,0,s0,e, F)
onde

e S é um conjunto finito de estados

e [' ¢ o conjunto finito de simbolos da fita

A é um subconjunto de I' que néo inclui e, é o conjunto dos simbolos de entrada

d é a fungao de transi¢ao, fungdo parcial de S X I"'em S X I' x {«+—, —}

so € o estado inicial
e o ¢ um simbolo de I', designado por branco

e ' C S ¢é o conjunto de estados finais

Exemplo 3.1. M = ({so, s1, $2,3},{0,1},{0,1,e, X}, e, 50,{54})
3(s0,0) = (s2, X, =)  d(s0,1) = (51, X,—) d(s0,X) = (80, X, =)
0(s0,®) = (54,8,¢)  0(52,0) = (52,0, =) (s2,1) = (53, X, ¢)
d(s2,X) = (s2,X,—) d(s1,1) = d(s1,0) = (s3, X, <)
0(s1,X) = (s1,X,—) d(s3,0 d(s3,1) = (s3,1,4)

(

0(s3,X) = (83, X,4) I(s3,0) = (50,0, —).
Que linguagem reconhece M ¢

L ={x €{0,1}* | x tem igual nimero de 1’s e de 0’s}

Uma configuragao duma MT representa o estado da fita, do controlo finito e da cabega em
cada instante. Embora a fita seja infinita, ao fim dum ntmero finito de passos a cabeca s6
visitou um nidmero finito de células.

Podemos representar a configuragao ou a descri¢ao instantanea (ID) por

X1 Xi18X, - X,

onde:
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1. s é o estado da MT
2. a cabeca da fita esté a reconhecer o i-ésimo simbolo a partir da esquerda

3. X1...X, é a sequéncia de caracteres da fita desde ou o caracter nao-branco mais a
esquerda ou o simbolo que esta sobre a cabeca, conforme o que for mais a esquerda, e

analogamente para o seu extremo direito.

A relaggo —», mudanga de configuragdo num passo é definida da seguinte forma. Seja
X1 X;-18X; -+ X,, uma configuragdo. Seja (s, X;) = (s, Y, D). Suponhamos que D = «+

. Entao
X1 Xi18X; - X — X1 X 08 X; 1Y X1 - X,

Excepto se:

1. Sei=1entdao sX; - - X, — s eYXy--- X,

2. Sei=neY =eentao Xy - X,,_15X,, — X1 X928’ X1
Analogamente, se D = — tem-se que

X1 XX Xy — X1 X 1Y X1 X

Excepto se:

1. Sei=nentao X;-- - Xp_18X, — X1--- X,_1Ys'e

2.8 i=1leY =eentaosX;--- X, — X5 - X,,1

Sejam as relacoes movimento em n passos — e o fecho transitivo e reflexivo —*.

Uma palavra x € A* é aceite por uma maquina de Turing M se com palavra x na fita e no
estado inicial sy, M usando a fungdo de transicao §, entra num estado final. Nota: mal
a maquina atinja um estado final a computacao péara, independentemente de ter lido ou nao
todos os simbolos de entrada.

A linguagem aceite por M, é
LM)={x]| x € A* e soxr —* z1sx9 para algum s € F, e x1,x9 € I'*}
Se x € L(M) entao M péara quando atinge um estado final. Caso contrario, M pode ou
e nao parar

e parar num estado nao final.



3.2. INDECIDIBILIDADE DA LOGICA DE 14 ORDEM 123

Linguagens recursivamente enumeraveis, recursivas e nao recursivas Uma lingua-
gem L diz-se recursivamente enumeravel (r.e) ou semi-decidivel se ¢ aceite por uma

méaquina de Turing . Isto ¢é existe uma MT M tal que L = L(M).

Uma linguagem ¢é recursiva se existe uma maquina de Turing que a aceita e que para para

todos os dados. Neste casos diz-se que as maquinas reconhecem as lingugem

Uma linguagem ¢é indecidivel ou nao recursiva se nao existe nenhuma méaquina de Turing

que a reconheca.

Pode ser:

e recursivamente enumeréaveis (r.e): existe uma MT que para se os dados pertencerem a

linguagem, mas pode nao parar caso contrario.

® N30 serem r.e

Podemos dar uma outra caracterizagao dos conjuntos recursivamente enumeraveis, e que jus-

tifica o seu nome...

Teorema 3.3. Uma linguagem L C A* € r.e. se e sé se existe uma mdquina de Turing M

que enumera os seus elementos, isto €, L = E(M).

Demonstra¢ao. (<) Suponhamos que L = E(M), para alguma MT M. Entao, L é aceite
por uma maquina de Turing M’ que com dados x simula M com a fita inicialmente vazia: se
durante a computacao de M, z é enumerado, entao M’ para e aceita x. Caso contrario M’

nao termina.

(=) Suponhamos que L é r.e.. Entdo, existe uma maquina de Turing M que aceita L.
Pretende-se obter uma maquina M’ tal que L = E(M’), isto é, que enumere os elementos
de L. M’ nao pode simular directamente M para cada um dos x € A*, porque se x & L,
M nio para. A técnica que sera usada denomina-se dovetailing® — computacdes intercaladas.
M' com a fita inicialmente vazia opera da seguinte forma: os elementos de A*, xg,z1,...
sao gerados por ordem lexicografica e para cada x,, M’ simula M com dados x,, M(z,),
intercaladamente e para n = 0,1,2,... passos de computacao: simula o 12 passo de com-
putacao de M para zg; simula o 12 passo de computacao de M para xi; simula 22 passo
de computacao para wg; simula o 12 passo de computacao de M para xs; ...Pode-se ob-

ter a seguinte tabela em que os ntmeros da tabela sdo a ordem das computacoes de M’:

LA traducéo literal de “dove tail” é “cauda de andorinha”
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1 2 3 4 ... (computagoes em M)
M(zo) |1 3 6 10
M(z1) |2 5
M(xzz) |4 8
M(zs) | 7

Se M para para algum destes dados, por exemplo x,,, entdao M’ escreve x, na fita (seguido
de um e) e continua a simulagdo. Isto garante que M’ s6 enumera elementos em L. Se
Ty, € L, entao M com dados z,, para ao fim de um nimero finito de computacoes, logo x,,

sera enumerado por M. O
Linguagens e Complementos O estudo das linguagens complementares pode permitir
distinguir se uma linguagem é r.e mas nao recursiva!

Teorema 3.4. Se L ¢é recursiva, L € recursiva

Demonstra¢ao. Suponhamos que L = L(M) para uma MT M que para sempre. Basta cons-

truir uma MT M igual a M excepto em que

e 0s estados finais de M passam a nao o ser em M
e tem um novo estado de final r, sem transi¢oes dele.

e para cada par (estado nao final de M ;simbolo da fita) sem transi¢oes em M, acrescenta-se

uma transicao para o estado r.

W J M —Acsita ><Aceita
— Rejeita | Rejeita

Teorema 3.5. Se L e L sdo r.e., entdo L é recursiva (e portanto, também o é L)

M1 Aceita —|——» Aceaita

M2 Aceita ——» Regjeita
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Demonstragio. Seja L = L(M;) e L = L(Ms). Construimos uma MT M que simula em
paralelo M7 e Mo, usando duas fitas e estados cujas componentes sdo os de My e My. Se com
dados w, M aceitar, M aceita. Sendo w ¢ L, mas w € L. Entdo, My tem de aceitar w.
Nessa altura M para e rejeita. Portanto, com todos os dados M péara e L(M) = L. Logo L é

recursiva. 0
As linguagens podem dividir-se em:

D recursivas
SD r.e

nao-SD naor.e

SD,

nao—SD

Ha apenas 4 maneiras de uma linguagem L e L se situarem no diagrama:

e Ambas L e L sao recursivas:estdo em D
e Nem L nem L sao r.e: estdo e, nao-SD
e [ ér.e mas nao recursiva e L nao r.e: L em SD\D e L em nao-SD

e [ ér.e mas nao recursiva e L nao r.e: L em SD\D e L em nao-SD

Uma linguagem nao recursiva Considere-se a linguagem constituida pelos pares (M, x)

tal que:

1. M é (a codificagao em binario de) uma méquina de Turing cujo alfabeto de entrada é
{0,1}
2. z € {0,1}"
3. M aceita x
As maquinas U que aceitam esta linguagem denominam-se Maquinas de Universais de Turing,
ie,
Ly = L(U) ={(M,z) |z € L(M)}

Com dados (M, x), U simula M com dados z.

L,, é recursivamente enumeravel mas nao é recursiva.
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Reducgao entre linguagens Dadas L1 C Y* e Ls C A*, uma redugdo de L1 a Lo é uma

fungao total computavel (algoritmo) o : ¥* — A* tal que para todo z € X*:
r€L & o(x)€ Ly

Para o existe uma maquina de Turing total (que para sempre) e que com dados x para com
o(x) na fita.

Diz-se que L1 é redutivel a Lo, L1 <., Lo
Teorema 3.6.

a) Se L1 <,, Ly e Ly é r.e entao Ly é r.e. Equivalentemente, se L1 <,, Ly e L1 nao € r.e

entao Lo também nao.

b) Se Ly <, Ly e Lo € recursiva entao Ly € recursiva. Equivalentemente, se L1 <, Ly e Ly

nao € recursiva entao Lo também nao.

3.2.2 Linguagem L

Seja Lo uma linguagem de 12 ordem cujo conjunto de simbolos nao-légicos é infinito nume-
ravel: Fo = {co,c1,...}, e para cadan > 0, F, = {fJ, fI',-..} e R, = {R{,RY,...}.

Para representar esta linguagem como uma linguagem formal temos que considerar um alfabeto
finito.

Podemos escrever os termos, as formulas e as dedugoes de L, como palavras de um alfabeto

apropriado. Por exemplo:
As ={z,¢, f,R,0,1,...,9,0,1,...,9,=, A, V,—,-,V,3,(,),F}

onde os inteiros n serdo usados para indentificar o simbolo funcional (ou relacional) e os inteiros
7 a aridade do simbolo. Assim,

O termo f3;(w41, fa(cos)) pode ser representado por
[233241f15¢28
A formula Vai33w93(R1, (713) — R35(213, 723)) pode ser representada por
Vr133x23(R114x13 — R212213x23)

Uma deducao no sistema de dedugao natural é uma sequéncia finita de férmulas, onde cada
férmula é precedida de uma sequéncia de inteiros que indica qual o nivel e qual o niimero de
ordem da sub-dedugao a que pertence (11 é a dedugao de topo).

Nota que uma deducgao pode entdo ser vista como uma palavra de Aoo.
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Uma dedugao num sistema dedutivo de Hilbert é a uma sequéncia finita de formulas oy, - - - , ag,
2 *

logo também uma palavra de A%.

Para uma sequéncia ay, ..., ai ser uma deducao de oy é necessario ainda que cada «a; seja um

axioma ou um dos «;, j < ¢, ou o resultado da aplicacao de uma regra.
Proposigao 3.1. O conjunto dos termos de Loo € decidivel.

Demonstracdo. Pela tese de Church-Turing basta encontrar um algoritmo que verifique se

a € A% corresponde a um termo:
e se « = cf ou a = x0, B tem de ser uma sequéncia nao nula de ns, comn =0,1,2,...

e se « = ff3, B é da forma ny...ngmy ... mg7Y, com ng,...,Nk,Mo,...,m € {0,...,9},
ng #0sek #=0, m #0sel #0 ey comega com ¢, x ou f e pode-se decompor em

termos 1, ..., Yp, com p = S n; x 10°. O processo termina pois |y| < |a].

Proposigao 3.2. O conjunto das formulas atémicas de Lo € decidivel.
Proposigao 3.3. O conjunto das férmulas de Loo € decidivel.
Exercicio 3.1. Demonstra as proposicoes 32 e Z3. ©

Proposigao 3.4. O conjunto das proposi¢oes de Lo € decidivel.

Demonstra¢ao. Uma proposicao é uma féormula sem variaveis livres. Convém comegar por
determinar o conjunto das variaveis livres de uma formula ¢, V L(p). Isso pode ser feito por

indugao na estrutura da férmula:

= Var(ty) UVar(te)

e Var(t) é o conjunto de variaveis que ocorrem em ¢ (determinal).

Bastara entao determinar se V L(p) = (. O

Comegamos por ver que o conjunto das proposigoes validas é recursivamente enumeravel.
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Proposicao 3.5. O conjunto das proposi¢oes de Lo, que sao teoremas € semi-decidivel (ou

recursivamente enumerdvel (r.e)).

Demonstracdo. Qualquer que seja o sistema dedutivo é possivel encontrar um algoritmo que
verifica se uma palavra de o € A% é da forma oy ...ay e tal que «; ...y é uma dedugao de
ag. Também é possivel decidir se a é uma proposicao. Entao é possivel construir uma MT

M que dada a representacdo o de uma féormula :

1. determina se o é uma proposicao
2. gera as palavras de A%, lexicograficamente

3. para cada uma verifica se é uma deducdo aq,...,qr e se ag é a. Se for, M aceita a.

Sendo continua no passo B.
O

Nota que nao é garantido que a maquina de Turing pare sempre: s6 é garantido que pare se

« for uma representagdo dum teorema.

Corolario 3.1. O conjunto das proposi¢oes vilidas de Lo € semi-decidivel (ou recursivamente

enumerdvel (r.e)).

Demonstracao. Pelo teorema da completude basta mostrar que o conjunto de teoremas de Lo

é recursivamente enumeravel, o que foi feito na proposicao anterior. O

Concluimos assim que o problema de determinar se uma proposi¢ao da légica de primeira
ordem é valida é pelo menos semi-decidivel.

Seja Lyg a linguagem das proposigoes validas de Lo,. Por reducgao de L,, vamos ver que Liq
nao é recursival

Seja L, = {(M,z) | x € L(M)}

Dado M e x vamos construir (com um algoritmo o) uma férmula ¢ tal que:
(M, z) € Ly sse o((M,x)) = ¢ € Lyg

Isto é, ¢ é valida se e s6 se M aceita x. Pela completude, ¢ é um teorema se e s6 se M aceita
x.

E se houvesse um algoritmo para determinar se ¢ € L, entao haveria um algoritmo para
determinar se (M, z) € L,. Absurdo!

Vamos entao especificar a redugao L, <, Lya-

Suponhamos que uma maquina de Turing M é dada por:

({Sla 5254, Sk}a {07 1}a {X17X27 s 7Xm}7 57 51, @, {52})
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Vamos considerar alguns simbolos nao logicos de Lo, a que para legibilidade iremos dar nomes
sugestivos. Seja c¢. uma constante, fx, um simbolo funcional unério para cada simbolo da fita
X; de M e R,, um simbolo de predicado binério para cada estado s; de M. As variaveis de
L serao vy, vs, .. ..

Sendo x = ajaz...a, com a; € {0, 1}, podemos representéa-lo pelo termo:

far(fag -+« (fan_1 (fan(ce))) - -)

Para simplificar iremos denotar por z este termo e analogamente os restantes termos que
denotam palavras de {X1, Xo,..., X, }*.
Seja a estrutura A = (A,-A4) de Lo tal que A = {X1, Xo,..., X}, ¢ = ¢, f)é(w) = Xw

para 1l <i<mew € A e para cada estado s;,
*
R;‘: = {(w,y) € Ax A| sz M, ws;y}

isto é, estao em R;‘} os pares (w,y) tal que existe uma configuragdo ws;y atingivel da inicial.

Em A a proposigao
Ry, (ce, z)
é verdadeira , dado que a configuracao inicial (de M com dados z) é atingivel. E
Fv1Fve R, (v1,v2)

¢ verdadeira em A se e s6 se M aceita x.

Para §(X;, s;;) = (X}, 51, D1), a proposicao seguinte ¢ verdadeira em A:
Vo Yua(Rs, (v1, Xijva) = R, (v1Xj,v2))
Analogamente se 0(Xj, si) = (Xj, 1, D2), a proposigao seguinte é verdadeira em A:
Vo1 Voa (Rs, (01X, Xiv2) = Rs, (v1, X X;v2))

Excepto nos casos especiais em que a cabeca de M esta sob simbolos extremos da configuragao:

nesses casos, para Dy (direita)

VUl (Rsk (Ul, Xz) — Rsl (’UlXj, Cg))
Vo (Rs, (e, Xiv2) = Ry (Ce,v2)), se X; = o

e para Do (esquerda)

VUQ(RSk (Cg, XZ"UQ) — RSZ (Ce, OX]'UQ))
Vo (Rs, (V1 Xm, Xi) = R, (v1, X)), se X; = o
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Seja T a conjungao de todas as formulas anteriores. Nota que sdo em numero finito! E seja ¢

a formula
(Rs, (ce,z) N T) — FuiFvaRs, (v1,v2)

O processo descrito é um algoritmo (seja o) e o((M,x)) = ¢.

Falta ver que (M, z) € Ly sse o((M,x)) = ¢ € Lyg.

(=) Se M aceita = entdo existe uma sequéncia de configuragoes ( computacao valida) que
conduz da configuragao inicial a um estado final. Cada passo corresponde a uma instancia

duma das formulas da conjunc¢ao 7. Podemos entao construir uma dedugao para ¢ (- ¢):
e Supor Rg, (e,z) N T
e Aplicar A E tantas vezes quantos os elementos de T

e aplicar VE para obter a instancia adequada para simular cada um dos passos a partir

de Rg, (e,2) e — E, para obter a configuragcao seguinte

e Quando se deduzir a formula correspondente a ter-se atingido o estado final, podemos
deduzir JwIyR,, (w,y) aplicando duas vezes a regra 3I.  E aplicando — I deduzimos
®.

Entao ¢ é um teorema, logo ¢ € L.
(<) Se ¢ for valida em todas as estruturas, entao é valida em A. O que implica que M tem

uma computagao que leva ao estado final, comegando com z na fita. Isto é (M, z) € L,,.

Temos entao demonstrado que:

Teorema 3.7. Determinar se uma formula ¢ duma linguagem de 1¢ ordem é vdlida é um

problema indecidivel.

Corolario 3.2. Determinar se uma formula ¢ linguagem de 1¢ ordem é satisfazivel é um

problema indecidivel.
Exercicio 3.2. Demonstra o coroldrio anterior. <

Resolucao
Uma férmula ¢ é satisfazivel se e s6 se =@ é ndo valida. Mas o problema de determinar se
uma férmula é nao vélida, é o problema complementar de determinar se é valida, logo tem de

ser indecidivel (porqué?).

3.3 Subconjuntos decidiveis de L

Se restringirmos o tipo de férmulas podemos ter subconjuntos onde o problema de determinar

se uma formula é vélida é decidivel. Por exemplo:
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A linguagem L p,, correspondente & légica proposicional

A linguagem em que os simbolos de predicado s&do todos unarios

As formulas cuja forma prenexa é Jdxi...3x,Vy1...Vymp € @ nao tem termos com

simbolos funcionais

3.4 Incompletude dos axiomas de Peano (PA)

Recordemos os axiomas da aritmética de Peano:
Seja uma linguagem de 12 ordem com igualdade, Fy = {0,1} e Fo = {+, x}

Os axiomas sao factos basicos dos nimeros naturais:
1. Va(z +1#0)
2. VaVy(z +1l=y+1—>2x=y)
3. 0+1=1
4. Vex+0=2x
5. VaVyax + (y+1)=(z+y) +1
6. Vex x0=0
T. VaVyr x (y+1)=(x xy)+=x
8. (principio da inducdo) (p[0/x] A (Va(e — @[z + 1/z]) — Yap
Os axiomas de Peano sao uma axiomatizagao de N' = (N, N ) (onde as operagoes aritméticas

tém o valor habitual). Entao se PAF ¢, N = ¢, isto é, o sistema é integro. Mas, temos que

Teorema 3.8. (Teorema da incompletude de Gddel para PA) Os aziomas de Peano nao cons-

tituem uma teoria completa.

Teorema 3.9. (Teorema da incompletude de Godel) Nao existe nenhum conjunto recursiva-
mente enumerdvel de axiomas X, tal que para toda a formula ¢ se tem que X F ¢ se e sd se
N = ¢ (i.e ¥ nao é completo).

A demonstragao feita por Kurt Godel é um pouco complexa: ele construiu uma féormula G
de L que afirmava que esta proposi¢ao nao € deduzivel dos axiomas de Peano (ou noutro
conjunto r.e de axiomas).

A proposicao G é verdadeira!

Se G fosse falsa entao, G era deduzivel em PA | mas entao pela integridade seria verdadeira.
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Para a construcao de G é necessario codificar as formulas como nimeros inteiros, assim como

as dedugoes. E também é necessario poder exprimir que x € uma deducao de y:
Ded(z, y)

Se se representar por [¢] o cddigo de @, temos:

PA F G < —3xDed(z, [G])

Mas os pormenores, para esta construcao sao ainda bastante complicados. Vamos ver outra
demonstracio, proposta por Alan Turing.

Seja X, PA ou outro conjunto (r.e.) de axiomas para N.
1. O conjunto de proposigoes {¢ | ¥ F ¢} é recursivamente enumeravel
2. O conjunto Th(N') nao é recursivamente enumeravel.

entdo estes 2 conjuntos nao podem ser iguais e portanto 3, se for integro, ndo pode ser

completo. Assim temos demonstrado o (Primeiro) Teorema da incompletude de Godel.
Exercicio 3.3. Mostra que PA € um conjunto recursivamente enumerdvel. o
Exercicio 3.4. Mostra que {¢ | PAF ¢} € recursivamente enumerdvel. ©
Proposigao 3.6. Th(N') nao é recursivamente enumerdvel.

Demonstragio. Por uma reducao de L, <., Th(N), onde
Ly ={(M,z) |z € L(M)}

Dado (M, z) constroi-se uma formula ¢ de Ly, tal que
(M,z) € L, < € Th(N)

Isto é, ¥ tem de exprimir que M ndo aceita x.
Usando férmulas mais simples constroi-se uma formula VALCOM Py, (y) tal que y representa
uma historia de computacao vdlida de M com dados zx.
Isto é, y representa uma sequéncia de configuragoes C; tal que:
e () é configuragao inicial de M com dados z: soz
e Cy é uma configuracao de aceitagao

e ;1 segue num passo de C, ie., C; — Cip, para0 <1< N -1
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Se M nao aceita x, nao existe histéria de computagao valida.

Entao ¢ é a formula =3yVALCOM Py . (y).

Nota que VALCOM Py ,(y) tem de ser expressa s6 usando operagdes aritméticas e construida
por um algoritmo (a partir de M e x).

Suponhamos que as configuragoes de M estao codificadas num alfabeto A de tamanho p, com
p primo (em binério seria mais complicado).

Sendo x = ajas ... ay,, a configuracdo inicial sera codificada por kokiks ...k, digitos p-arios:

sO a1 ay ... an

ko k1 ke ... kn
Suponhamos ainda que o simbolo e corresponde ao digito k.
Duas configuragoes consecutivas C; e Cjy1 s6 podem diferir no maximo nos digitos que cor-
respondam & mudanga de configuracao (4 no maximo). Por exemplo, se:
0(s1,a) = (s2,b,—)
entao podemos ter, p.e

a s1 a b a b sy b

Dado A ser finito s6 ha um ntmero finito destes uplos. Seja C' o conjunto de todos os
uplos (a,b,c,d,e, f,g,h) tal que (a,b,c,d) ocorrem consecutivamente numa configuragao Cj,
e se (e, f,g,h) ocorrem nas posigoes correspondentes em Cj;1 entdo isso é consistente com
as transicoes 6 de M. Agora temos que codificar tudo isto em formulas de PA. Notar que
a sequéncia de configuracoes (historia) vai ter de ser representada por um ntmero v (e nao
vai haver separadores entre elas). Se houver uma configuracao de aceitagao entdo pode-se
calcular qual o “espaco gasto” no maximo por cada configuracao. Existird uma poténcia de p
suficientemente grande (sera designada por ¢) e que permita determinar quais os digitos que
correspodem a cada configuracao.

Comecemos por recordar algumas férmulas.
Divisao inteira: x =g¢xy+r A r <y =gy INTDIV (z,y,q,7)
y divide x: 3¢gINTDIV (x,y,q,0) =4e5 DIV (x,y)

2: 141 =gef 2

o

x & par: DIV (2,x) =45 Par(x)

8
o]

é impar: —~Par(z) =4.5 Impar(x)

x é primo:

-z <2 AN Vy(DIV(y,z) = (y=1V y=2x)) =g5 Primo(x)
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8
(e

poténcia de 2:
Vy((DIV (y,x) A Primo(x)) =y =2) =gqey P(2,2)
y é 2F e 0 k-ésimo bit de z & 1:
P(2,y) N Yg¥r(INTDIV (z,y,q,7) = Impar(q)) =4er BIT(x,y)
Divide-se z por y em binario e o quociente tem de ter o dltimo bit 1. Assim podem-se
ver os nimeros como palavras e extrair "bits”.

Vamos definir mais algumas ( omitindo o sinal x):

o niimero y é uma poténcia de p
Vz(DIV(z,y) N Primo(z) = z = p) =qcf Potp(y)

O nuimero d é uma poténcia de p e d = |v|, v como palavra de A Pot,(d) N v <d
=4ef Comp(v,d)

Vamos supor y e z poténcias de p.

O digito p-ario de v na posigao y é b

Juda(v =a+by +upy N a<y A b<p) =45 DIGIT(v,y,b) (Dividindo por p o

quociente de v dividido por y, temos b como resto)

Os 4 digitos p-arios de v "na"posigao y sao b, c,d,e

JuIa(v = a + by + cpy + dppy + epppy + uppppy
ANa<y ANb<p ANe<pANd<p A e<p)
=gef 4DIGIT (v,y,b,c,d, e)

Os 4 digitos de v na posicao y e os na posicao z correspondem
\ (4DIGIT(v,y,a,b,c,d) N ADIGIT(v,z e, f,g,h))

(a7b7c7d7e7f7g7h)ec
=def MATCH (v,y, 2)

A palavra v representa as configuracoes consecutivas de M de tamanho entre c
ed

Vy((Poty(y) N yppe < d) — MATCH (v,y,yc)
=def MOV E(v,c,d))
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Cada configuragao tem no méximo tamanho ¢ e duas configuragoes consecutivas estao

de acordo com o § de M. c e d sdo poténcias de p.

A palavra v comega com a configuracao inicial de M com dados z, preenchida

com brancos até ao comprimento c

/\ DIGIT(v,p', ki) A p" <ec
i=0
AVy((Poty(y) N p" <y <c)— DIGIT(v,y,k))

=4ef Inicio(v,c)
¢ é uma poténcia de p;n e p’, 0 < i < n representam constantes que dependem de x

A palavra v tem um estado final algures

Jy(Potp(y) N y<d A \/ DIGIT (v,y,w)
weF
=4ef Aceita(v, d)

onde F' é o conjunto dos digitos p-arios que representam os simbolos de A que corres-

pondem a estados finais.

A palavra v é uma histéria de computagao valida de M com dados =

dedd(Poty(c) N e <d N Comp(v,d)
A Inicio(v,c) N Move(v,c,d) N Aceita(v,d))
=gef VALCOM Pyp . (v)

A maquina M nao aceita x

~F0VALCOM Py 4 (v)
0

Leituras suplementares [BE00| (Cap. 10.5,12.5,15,16.4,18.4) [Koz97| (Cap. 39 e 40)
[Pap94| (Cap. 6)
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Capitulo 4
Programacao em Lobgica

Pretende-se que um programa seja um conjunto de férmulas logicas e que a execugao desse
programa corresponda a uma demonstragao de que uma férmula é um teorema. Os sistemas

que vamos ver baseiam-se em:
e considerar formulas em forma prenexa e em que a matriz est4 em normal conjuntiva
e como sistema dedutivo usar variantes da resolucao
e o sistema dedutivo deve ser integro e completo, pelo menos para uma dada estrutura.

e ser computacionalemente “universal”, i.e., equivalente a maquinas de Turing.

4.1 Clausulas

Seja £ uma linguagem de 12 ordem com igualdade e pelo menos uma constante.

Definigao 4.1. Um literal positivo (ou dtomo) é uma formula atémica.

Um literal negativo € a negacao de uma formula atémica.
Exemplo 4.1. P(x,y), f(x) = a sao literais positivos. E, ~P(x,y) é um literal negativo.
Definigao 4.2. Uma clausula é uma férmula ¢ da forma:

V... Vog(ar V ... V oag V 281 V ...V 2f6,)

onde «;, B; sdo dtomos e x1, ..., Ts sGo todas as varidveis que ocorrem na férmula.

Também se pode escrever ¢ como:
le...VxS((Bl/\...ABn) — (041 V ...V Oék))

ou ainda 1remos representd-la pela notacao clausal sequinte:
ala---vakFﬁlv"'aBn

137
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4.1.1 Conversao em forma clausal

Vamos ver que para qualquer formula ¢ da logica de primeira ordem é possivel encontrar uma
conjunto de clausulas que é satisfazivel se e s6 se ¢ é satisfazivel.

A proposicao seguinte vai permitir eliminar quantificadores existénciais.

Proposigao 4.1. Seja Vy; ... y,3zp uma proposicao de uma linguagem de 1¢ ordem L e seja
L' uma linguagem com os simbolos de L e com mais um simbolo n-drio f. Entdao, Yy .. .yp3zp

¢ satisfazivel em L se e s6 se Vyi ... yn@[f (Y1, ..., yn)/x] € satisfazivel em L.

Demonstrag¢ao. Temos que mostrar que existe A (estrutura de £) tal que A = Yy ... y,3xp
sse existe A’ (estrutura de L) tal que A" =Vy1 ... yno[f (Y1, - Yn) /7]
(=) Para todos os a1, ...a, € A, existe b € A tal que

As la/yl - lan/ynl[b/z]e

Nota que b depende dos aq, ..., a,.
Entao a estrutura A’ pode ser igual a A (mesmo dominio e interpretagao dos simbolos comuns)

e tal que o valor de fA4 seja dado pela seguinte fungao:
Yai,...,an € A,fA/(al,...,an) =b

sendo b cada um dos definidos anteriormente.
(<)

. / ~
Em A’, consideremos os valores de f4 (ai,...,a,). Estes s@o os valores de cada um dos b. [

Existe um algoritmo que converte uma proposigao ¢ de uma linguagem de 12 ordem, numa

conjun¢ao (ou conjunto) de clausulas ® = o1 A...Ap, (duma linguagem alargada L) tal que:
e cada ¢; ¢ da forma Vzp...Va,(A1 V ... V A,), onde cada A; é um literal
e a formula ¢ é satisfazivel se e s6 se ® é satisfazivel

Esse algoritmo denomina-se Skolemizagdo e consiste em:

1. Converter ¢ em forma normal prenexa Q1x1Q22s ... Qprxyy onde cada Q; é ou V ou 3

e 1 ndo tem quantificadores (e denomina-se a matriz).:

2. Para 1 <7 <mnse Q; ¢ um quantificador existencial 3 e x;,,...x;,, as varidveis quanti-

m;

ficadas universalmente de indice menor que ¢ entdo substitui-se:
Jz:0 por O[fi(xiy, - .- Ti,,, ) /]

onde f; é um novo simbolo funcional de aridade m;.
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3. Converter a matriz da férmula resultante para forma normal conjuntiva aplicando su-

cessivamente as seguintes transformacoes:

e —

(e AY) — S V)

e VY) — A

eV (WA — (e VP)A(p V)

4. Aplicar a seguinte transformacao: Vz(p Av) — Vap AVry

Exercicio 4.1. Justifica a corregao do algoritmo: isto €, que a formula resultante verifica as

condi¢oes indicadas. <

Exercicio 4.2. Aplica o algoritmo a sequinte formula:
Va(Vy(P(y) = Ry, z)) = Q(x))

o

Resolucao

Para forma normal prenexa temos de eliminar as implicacoes:

Vz(3y(P(y) A —R(y,x)) V Q(x))

e passando os quantificadores:

VaIy((P(y) A =Ry, z)) V Q(x))

Para a Skolemizacdo seja f € R; um simbolo funcional novo e substituimos y por f(x)

eliminando o quantificador existéncial:

Va((P(f(2)) A =R(f(2),2)) v Q(z))

Falta apenas converter a matriz para forma normal conjuntiva e distribuir o quantificador

universal:

Ve((P(f(2)) V Q@) A (~R(f(x),z) V Q(x))) (4.1)
Vz((P(f(z)) vV Qx))) ANVz(=R(f(x),x) V Q(x)) (4.2)

Em notagao clausal vem:

{P(f(2)), Q) =, Q(z) < R(f(z),2)}
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Definigao 4.3 (Formulas de Horn). Uma cldusula é uma formula de Horn (ou uma cldusula
de Horn) se tem no mdzximo um literal positivo. Uma férmula de Horn € positiva se tem um
literal positivo:

V.. .sz(ozl V =81 V...V —ﬂn)
Ou em notagao clausal:
aq <_51>"'75n

onde o € a diz-se a a cabega da cldusula e B1,. .., By o corpo da cldusula. Se o corpo € vazio
a cldusula diz-se unitaria (ou facto). Uma cldusula de Horn é negativa (objectivo) se nao tem
literal positivo:

Vay ... Ves(=61 V ...V —6)

que € equivalente a

—Jzy...dxs(Bi A .. A Br)

Ou em notagdo clausal:

<_517"'7/8n

A cldusula vazia representa-se por € corresponde a uma contradi¢ao (F) e € uma cldusula sem

cabega nem corpo.

Exemplo 4.2. Das sequintes formulas, indica quais sao cldusulas de Horn, positivas ou ne-

gativas e escreve-as na notagao clausal:

o VaVyVz(P(z,z) V Q(z,y) V =Q(z,z)) Nao Horn
P(z,2),Q(z,y) + Qz, 2)

o VaVyVz(P(z,z) V =Q(z,y) V —Q(z,2)) positiva
Pz, z) «+ Q(z,y),Q(x, 2)

o VauVzP(x,z) wunitdiria P(z,z) +

o VaVyVz(=P(z,2z) V =Q(x,y)) negativa < P(z,z),Q(z,y)

Proposicao 4.2. Seja A = (A, -A) uma estrutura de L e o a clausula ar, . .., ag < B,y ., Bn,
com varidveis x1,...xs. A satisfaz ¢, A = @, se e s6 se para todos os ay,...,as € A existe
um literal A € {a1,...,ar,=B1,...,20n} tal que A =5 X para s(x;) =a;, 1 <i<s

Demonstragao. Resulta directamente da definigao de clausula e da relagao |=s. O

Definigao 4.4. Um programa definido € um conjunto finito de cldusulas de Horn positivas.
Num programa o conjunto de cldusulas com cabegas com mesmo simbolo de predicado P,

chama-se a definicao de P.
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Exemplo 4.3. Considera a linguagem de 1% ordem Lgs sem igualdade com Fo = {0, nil},
Fi1 = {s}, Fa = {cons}, Ry = {sorted}, Ro = {slowsort, perm,less eq} e R3 = {delete}.

O programa seguinte dada uma sequéncia de inteiros permuta os seus elementos até estarem

ordenados:
slowsort(x, y) < perm(x,y), sorted(y)
sorted(nil) <
sorted(cons(x, nil))
sorted(cons(x, cons(y, z))) < less_eq(x,y), sorted(cons(y, z))
perm(nil, nil) <
perm(cons(x,y), cons(u,v)) < delete(u, cons(x,y), z), perm(z, v)
delete(x, cons(x,y),y) <
delete(x, cons(y, z), cons(y, w)) < delete(x, z, w)
less eq(0,x)
less_eq(s(x),s(y)) < less_eq(x,y)
onde:

o um inteiro n € representado pelo termo s(s(...s(0))) com n simbolos funcionais s. Ex:

s(s(s(0))) representa 3

e uma lista de inteiros é representada por termos cons(x,y) onde x € um inteiro ey é uma
lista. A lista vazia é representada por nil Ez: cons(s(s(0)), cons(s(0), cons(s(s(s(0))), nil)

representa a lista [2,1, 3]

e slowsort dada uma lista x, verifica se estd ordenada (sorted), sendo permuta (perm)...

Proposigao 4.3. Seja P um programa, < Bi,...,Ln um objectivo € yi,...,y, as varidveis

que ocorrem nos B;, 1 <i <n. Entao

PEIy... 31N ... A Bn
se e s0 se PU{<+ B1,...,0n} € nao satisfazivel.

Demonstracao. Directamente das defini¢oes. O
Exemplo 4.4. Verifica que
P U {< slowsort(cons(s(s(0)), cons(s(0), cons(s(s(s(0))), nil),y) }
nao € satisfazivel. Ou por outras palavras executa P com o objectivo
<+ slowsort(cons(s(s(0)), cons(s(0), cons(s(s(s(0))), nil),y)

e obtém em y a resposta.
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Exercicio 4.3. Considera o sequinte programa definido P:

Add(z,0,z)
Add(z, s(y),s(z)) « Add(x,y, 2)

e o objectivo G:
+ Add(s(0), s(s(0)),x)

1. Escreve cada férmula do programa e do objectivo sem ser na notagao clausal (i.e com

0s quantificadores e operagoes logicas usuais).

2. Mostra que P U{G} F F usando o sistema de dedugio natural (e a notagao de Fitch) e

as formulas na forma obtida em 0.

<

Exemplo 4.5. Justifica a validade ou a falsidade das sequintes afirmagoes, para uma lingua-

gem de 1% ordem:
1. todo o conjunto de férmulas de Horn positivas € satisfazivel
2. todo o conjunto de formulas de Horn negativas € satisfazivel

3. todo o conjunto de formulas de Horn € satisfazivel

4.1.2 Satisfazibilidade de Clausulas

Para determinar que um conjunto de férmulas @ nao é satisfazivel é necessario que nenhuma
estrutura de £ seja modelo de ®. Mas se as formulas forem clausulas basta mostrar que nao
tém um modelo de um dado tipo: um modelo de Herbrand. Mais ainda se as clatsulas forem
de Horn, sao satisfaziveis se o forem no seu modelo minimo de Herbrand. Dado um programa
definido P e um objectivo G, PUG é nao satisfazivel se e s6 se G nao é satisfazivel no modelo
minimo de P.

Comegamos por definir estrutura de Herbrand.
Definigao 4.5. Uma estrutura A = (A, ) de L ¢ estrutura de Herbrand se:

e A ="y, o conjunto de termos fechados de L

o A =c, parace Fy

o fA(ty, ... ty) = f(t1,...,tn), para f € Fn,n>0ety,....th €To
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Todas as estruturas de Herbrand tém o mesmo dominio (ou universo) e coincidem no valor

dos simbolos funcionais: apenas diferem no valor dos simbolos de predicado.

Exemplo 4.6. Para a linguagem Lgs (do slowsort) o dominio (ou universo) de qualquer es-

trutura de Herbrand A é:
A = {0,nil,s(0),s(nil),cons(0,0),cons(0,nil),cons(nil,0),cons(nil,nil),. . . }
e 04 =0, nil* = nil, s4(0) = 5(0), etc

Exemplo 4.7. Seja a linguagem L tal que F1 = {f,g}, R1 = {p,r} e Ra = {q}. Como L

nao tem constantes adicionamos uma constante ¢ a To de L. O universo de Herbrand é:

A = {c.f(c).8(c)H(F()) He(c) &(F(c)) &(e(c).. .. }
e A = c, fA(c) = f(c), FA(g(c)) = F(g(c)), ete

Teorema 4.1. Seja ® um conjunto de cldusulas. Entao ® € satisfazivel se e sd se tiver um

modelo de Herbrand.

Demonstragao. (<) E 6bvio que se ¢ tiver um modelo de Herbrand ¢é satisfazivel
(=) Seja A um modelo de ®. E necessério mostrar que ® tem um modelo de Herbrand, Ay,

associamos a cada simbolo relacional R a relagao:
RA = {(t1,...,tn) € TP | (...t € RA}
Vejamos que Az é um modelo de @: seja V(A1 V ... V \,) € ®.
Ay EVYOAL VooV )
sse para toda a interpretacao das variaveis sy em Ay se tem
Ay Esyy M1V 0V AR)

Se sy(z) =t € To seja s(z) = t4 em A. Como A = V(A V ... V Ap), entdo A =,
(M V ...V Ap), isto é, existe pelo menos um k tal que A =5 A\p. Mas, por construcao de

Ay e como cada A; é um literal, A =, \; sse Ay =5, Ai, 1 <@ < m (verifica!). Donde

Ay ey, MV ooV Ay)sse A= (A VLoV Ay)

Nota que se ¢ nao fosse um conjunto de clausulas o teorema nao se verificava.
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Exemplo 4.8. O conjunto de proposi¢oes {p(c),Jx—p(z)} da linguagem com Fy = {c} e
R1 = {p} € satisfazivel mas nio tem modelo de Herbrand: A = ({0,1},-4) com c* =0 e
pA = {0} satisfaz o conjunto. Mas Ty = {c} e as tnicas estruturas de Herbrand sio tais que

pt = e p’2 = {c}, e nenhuma satisfaz o conjunto.

Corolario 4.1. Um conjunto de cldusulas de Horn € satisfazivel sse tiver um modelo de

Herbrand.

Definicao 4.6. Dado um conjunto de cldusulas de Horn ® o modelo minimo de Herbrand de

® € a estrutura de Herbrand Ag tal que, para R € Ry,:
RA» = {(t1,...,t) €T | ®F R(t1,...,tn)}
O modelo da definigao anterior € minimo porque:

Teorema 4.2. Seja ® um conjunto satisfazivel de cldusulas de Horn. Entdo:

e A =@
e se Ay é um modelo de Herbrand de ®, entao para todo o simbolo relacional n-drio R,
RA® C RAx
Demonstracdo. Para toda a formula atéomica o, com varidveis z1, ...,z e para toda a inter-

pretagao de variaveis s, se s(z;) = t;, 1 < i < k, entdo, pela defini¢ao de Ag, tem-se:
Agp =, a sse @ - afth/zF] (4.3)

onde atF/z*] é a formula que resulta de o substituindo simultaneamente todas as ocorréncias
de x1,...,xk por ty,...,t.

Seja Vxp...Vr,0 € ®, e § ndo tem quantificadores. Vamos mostrar que se tem Ag =5 6
qualquer que seja a interpretagao s.

Temos dois casos:

0= (a1 V ...V 7ay, V a), com n >0 Temos que demonstrar que Ag s (a3 A ... A
ap) — «, para toda interpretagdo s. Se n = 0, entao 6 é uma férmula atémica e o
resultado segue de (B33). Sen > 0, se Ap s a1 A ... Ay, entdo Ag Fs oy, 1 < i < n.
Mas, de (E3), & F ai[t"™/x™], ..., ® F ay[t™/z™]. E entao, ® + aft™/z™], porque
O ((ap A ... Nay) = a)[t™/x™]. Temos entao que Agp = 6.

0=(-ap V ... V —ay) De Vry...Va,0 € ©, vem que ® F 0t /2™] (aplicando m vezes a
regra VE). Logo, ® - —(ag A ... A ay)[t™/z™]. Se Ag [Es (—ap V ... V —ay,), entdo
As Es ap, ... A Es an. Mas, por (B3), & F aglt™/z™],..., ® F a,[t™/2™], donde
OF (apA...Nay)[t™/x™]. Absurdo! Entao, Agp = 0.



4.1. CLAUSULAS 145

Seja Az, um modelo de Herbrand de ® e R um simbolo relacional. Se (ty,...,t,) € RA®,
entdo ® - R(t1,...,t,), e pela integridade, Ay = R(ty1,...,tn), ie., (t1,...,t,) € RA* O]

O teorema seguinte garante que dado um programa definido P (conjunto de clausulas de Horn
positivas) e um objectivo G (uma clausula de Horn negativa) , P U {G} é nao satisfazivel se

e 80 se (G nao ¢ satisfeito em Ap.

Teorema 4.3. Seja & um conjunto de cldusulas de Horn. Para qualquer férmula fechada da
forma 3xy ...z (g A ... Aay), onde cada cv; é uma formula atdmica, as sequintes afirmagoes

sGo equivalentes:
1. ®F Jzy ... Jzp(ag Ao Ay)
2. Ap =321 ... Fzp(apg Ao A y)
3. existem t1,...,t, € To, tal que @+ (ag A ... A ay)[t"/z"]

Demonstracao.

(I)=-(2) pela integridade da LPO.

(2)=@B) Se Ap = Jz1...3xp(ao A ... A o) existe uma interpretacdo das variaveis s, com
s(z;) = t;, 1 <1 <mn, tal que Ap s (g A ... Ay). Logo Ap s o, ..., As Es oy, e, por
(B3), @ - a[t"/z"], ... P F o[t"/z"]. E aplicando a regra ALl vezes, ® F (apA...Aay)[t"/x"].
(B)=- () Basta aplicar n vezes a regra JI. O

Exercicio 4.4. Seja L uma linguagem de 1¢  ordem sem igualdade ¢ ® um conjunto de

proposicoes.

1. Mostra que ® = Jxyp nao implica necessariamente que existe um termo t € T tal que

O Foplt/x]

2. Supde que © € um conjunto de cldusulas de Horn e ¢ da forma ag /... ANag onde «; $Go

formulas atomicas. Mostra que se ® = 3z existe t € Ty tal que ® F Y[t/ x].
o

Resolugao &4

1. Basta considerar Ry = {R}, ® = {IzR(x)} e ¢ a formula R(x).

2. Segue do teorema anterior.

Seja P um programa definido. Entao:
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Lp linguagem de primeira ordem constituida por todos os simbolos nao logicos de P (even-

tualmente com mais uma constante c). Ex: Seja P

Lp é dada por Fy = {c}, F1 = {f,g}, R1 ={p,r} e R2 = {q}

Up O universo de Herbrand de P, isto €, o conjunto dos termos fechados da linguagem Lp.

Ex:
Up = {c/f(c).g(c).f(f(c)).f(g(c)).&(f(c)) &(8(c)).. - - }

Bp A base de Herbrand de Lp, é o conjunto de todas as férmulas atémicas fechadas da

linguagem Lp. Ex:

Bp = {p(c),alc, ¢),r(c), p(f(c)), p(g(c)), a(f(c), c), ...}

I, Cada estrutura de Herbrand de Lp fica identificada por um subconjunto de Bp (dos
atomos que s@o verdadeiros nessa estrutura)...Isto é, dada uma estrutura de Herbrand
A, existe um e um s6 I4 C Bp tal que, para cada simbolo relacional n-ario R de Lp e

para tq,...,t, € Up:
R(t1,...,ty) € Ly sse (t1,...,t,) € RA
Ex: Seja A tal que pA = r* = {c,f(c),g(c)} e g¢* = ). Entdo,

La = {p(c), p(f(c)), p(g(c)), r(c), r(f(c)), r(g(c))}

. Nota que A = P (porqué?).

Mp Mp = 1I4,,onde Ap ¢ modelo minimo de Herbrand. Ex: Mp = {r(t) |t € Up}
Corolario 4.2. Seja P um programa definido. Entao
Mp={p€Bp|P ¢}
Exercicio 4.5. Mostra o coroldrio anterior. ¢
Exercicio 4.6. Mostra que Mp C I4 para qualquer modelo de Herbrand A de P. ¢

Exercicio 4.7. Para cada um dos programas definidos P e objectivos G descritos abaizo

determina:

.»CP
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e cada formula do programa e do objectivo sem ser na notagao clausal (i.e com os quan-

tificadores e operagoes logicas V , N\ e =)
e um modelo de Herbrand A de P
e Up
e Bp
e [ para o modelo de Herbrand A que escolheste

e para G =< «ay,...,q determina os termos fechados ti,. .. t, tais que P = (aqg A ... A
ap)[ti/x1, ..., ta/Ty], onde x1,.. .z, sao as varidveis que ocorrem em G ou mostra que
P U{G} ¢ satisfazivel.

a) P: Nesimo(s(0),cons(z,y),x) <
Nesimo(s(w), cons(y, z),z) < Nesimo(w, z, x)
G: < Nesimo(x,cons(y,cons(z,nil)), z)
b) P: Delete(x,cons(z,y),y) <
Delete(x, cons(y, z), cons(y,w)) < Delete(x, z,w)
G : < Delete(y, cons(z, cons(y, nil), z)

¢c) P: Max(x,y,z)< Less_eq(y,z)
Max(z,y,y) < Less_eq(x,y)
Less eq(0,z) +

Less _eq(s(z),s(y)) < Less_eq(z,y)

G: < Maz(s(0),z,s(s(0)))

4.2 Unificacao

Definigao 4.7. Uma substituicao € uma fung¢ao o : Var — T tal que o conjunto dos x; € Var
com o(x;) = t; # z; € finito. E escreve-se
g = [tl/xl, e ,tn/xn}

A substituicao identidade € a substitui¢ao ¢ tal que v(x) = x, para todo o x € Var.

Uma substitui¢ao [t1/x1,...,ty/xy,] é fechada se todos os t; sao termos fechados.
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Por exemplo [f(a)/x,b/y, g(b,b)/z] é uma substitui¢ao fechada, mas nao [f(y)/z,x/y,a/z]

Definigao 4.8. Seja uma expressao E um termo, um literal, uma conjunc¢do ou uma disjung¢ao

de literais. Uma expressao simples € um termo ou um dtomo.

Seja o = [t1/x1,...,tn/xy] € E uma expressio, Ec (ou o(E)), uma instancia de E € a
expressao que resulta de E substituindo simultaneamente todas as ocorréncias de xi,...,Ty
porty,...,t,. Fo é uma instancia fechada se ndao contiver varidveis.

Se S = {E1,...,Ey}, € um conjunto finito de expressoes E;, e o uma substituicao, entdo

So ={Eo,...,Eno}

Exemplo 4.9. Seja
E = P(z,y, f(a)) e o = [b/z,x/y], Eo é P(b,x, f(a)),

E = f(a,9(y,2).2) e o = lg(y,2)/2,a/z 2/y, f(f (1)) /u], Eo ¢ f(g(y.2), g(z.a), a),
E = P(f(x),2) e o = [a/y], Eo ¢ P(f(x),2).

Definigao 4.9. Sejam 0 = [s1/x1,...,Sn/%n] € 0 = [t1/y1, ..., tn/yn] duas substituicies, a

substituicdo composta o : Var — T, € obtida de
[s10/21,. .y Sn0/Tn,t1 /Y1, -y tn/Yn]
retirando os s;0 = x; e todos tj/y; tal que y; € {x1,...,xn}.
Sendo 0 = [f(2)/z,a/y,y/z] e 0 = [a/x,z/y,b/z,d/u], a composta é
o = [f(b)/x,a/y,d/u]

Sendo 0 = [c/x, f(2)/y,u/v] e 0 = [v/u,z/z], a composta é

0o = [c/z, f(x)/y,v/u,x/z]
Proposigao 4.4. Sendo 0, o e v substitui¢oes e E uma expressao tem-se que:
a) Oo=10 =146
b) E(0o) = (E0)o
¢c) (fo)y =6(07)
Exercicio 4.8. Mostra a proposicao anterior. <
Definicao 4.10. Uma substituicdo o ¢ idempotente se oo = 0.

Definigao 4.11. Dada uma expressio E, seja V' o conjunto das varidveis que ocorrem em
E. Uma substituicao 6 = [y1/x1,...,Yn/Tn] € uma renomeagao de variaveis para E se o con-
gunto {x1,...,x,} estd contido em' V', todos y; sao distintos e (V\{z1,...,zn}) M {y1,...,yn} =
0.
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Definigao 4.12. Duas expressoes E e F' sdo variantes se existirem substitui¢oes o e T tais

que E =Fo e F = ET.

Exemplo 4.10. P(f(z,y),9(2),a) € uma variante de P(f(y,x),g(u),a). P(z,x) ndo é uma
variante de P(x,y).

Proposicao 4.5. Sejam E e F duas variantes. Entdo existem substituicoes 60 e o tais que

E=F0 el =FEo el eo sio renomeagoes de varidveis, respectivamente para F e E.

Demonstracdo. Sejam 01 e o1 substituicoes tais que F = Ff; e F'= Eoy. Seja V o conjunto
das variaveis que ocorrem em F e seja o a obtida de op retirando os elementos t/x, tais
que z ¢ V. Entao F' = Eo e E = F0; = FEof;. Logo, o tem de ser uma renomeagao de

variaveis. 0
Seja S um conjunto finito de expressoes simples.

Definigao 4.13. Um unificador de S € uma substituicao 0 tal que SO tem exactamente um
elemento. FE diz-se que S € unificivel. Um unificador 8 de S é uwm unificador mais geral

(umg) de S, se para qualquer unificador o de S existir uma substitui¢do v tal que o = 6~.

Exemplo 4.11. {P(f(z),2), P(y,a)} é unificivel: [f(a)/y,a/z,a/z] é um unificador e [f(x)/y,a/z]
é um unificador mais geral. E o = 0[a/x].

{P(y,9(u,z2)), P(x,x)} € unificivel: [g(u,z)/y,g(u,z)/x] é um unificador mais geral
{P(f(x),a), Py, f(w))} nao é unificivel: pois a e f(w) ndo sao unificqvess.

Se 0 e o forem dois umgs de S os elementos de S8 e So sao variantes (porqué?). Entao, pela

Proposigao B3, os umgs de S sao tinicos a menos de renomeagao de varidveis.

Definicao 4.14. O conjunto de diferencas de um conjunto finito S de expressoes simples, €
dado por: localizar a posi¢do mais & esquerda, na qual nem todas as expressées de S tém o

mesmo simbolo, e extrair de cada uma a subexpressao que comeca Messa Posicao.

Exemplo 4.12. Para {R(f(z),g(h(2)),a), R(f(x),g((f(u)),b), R(f(x),g((w),a)} o conjunto
de diferengas é {h(z), f(u),w}. Para {R(f(a),g(z)),R(y,y)} o conjunto de diferencas é

{f(a), y}-

4.2.1 Algoritmo da Unificagao (de Robinson)

Dado um conjunto finito S de expressoes simples, vamos descrever um algoritmo que retorna

um umg de S, se e s6 se, S for unificavel:

1. Sejak=0eog=1
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2. Se So; contém exactamente um elemento, entdao parar e retornar o, como wumg de S.

Caso contrario, determinar o conjunto de diferencas Dy de Soy

3. Se existirem v e t em Dy tais que v é uma variavel que nao ocorre em t, entao og11 =
ok[t/v], incrementar k e voltar para B. Caso contrario, parar e indicar que S nao é

unificavel.

Exemplo 4.13. S ={R(f(z),9(h(2)),a), R(y,g(f(u)),b), R(f(z),g(w),a)}
o gy=1
o Do ={f(z),y}, or=1[f(x)/y] e
So1 = {R(f(x), g(h(2)), a), R(f(x), g(f(u)), ), R(f (), g(w), a)}
o D1 ={h(2), f(u),w}, o2 = [f(z)/y][h(2)/w] = [f(x)/y, h(z)/w] e
Soa = {R(f(x), g(h(2)), a), R(f(x),g(f(u)),b)}
o Dy = {h(2), f(u)}.
Logo, S nio é unificdvel.
Exemplo 4.14. Seja S = {P(a,z, h(g(2))), P(z, h(y), h(y))}. Entio,
ooy =1
o Do ={a,z}, o1 = [a/z] e Sor = {P(a,x,h(g(a))), P(a, h(y), h(y))}
o Dy ={z,h(y)}, o2 =[a/z h(y)/x] e
Soa = {P(a,h(y), h(g(a))), Pla, h(y), h(y))}
* Dy ={y,g(a)},03 = [a/z,h(y)/x,g(a)/y] €

Soa = {P(a, h(g(a)), h(g(a)))}-

Logo, S € o unificdvel e 03 um umg de S.
Exemplo 4.15. S = {P(z,z), P(y, f(y))}.

® 0g=1

o Do={z,y}, o1 = [y/z] e Sor ={P(y,y), Py, f(y))}
e D1 ={f(y),y}. Comoy ocorre em f(y), S nao é unificdvel.
Teorema 4.4. (do algoritmo da unificacao) Seja um conjunto finito S de expressoes

simples. Se S € unificdvel, entdo o algoritmo da unificagdo termina e retorna um umg de S.

Se S nao € unificivel entao o algoritmo da unificagao termina e reporta esse facto.
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Demonstragao. O algoritmo termina sempre: S s6 tem um namero finito de varidveis e no
passo B uma variavel é eliminada. Se S nao ¢é unificavel, para no passo B e reporta o facto. Se
S é unificavel, seja # um unificador de S. Entao o algoritmo tém de parar no passo B. Basta
provar que se oy € a substituicao da k + 1-ésima iteragao, entao existe v tal que 6 = ok (e

quanto parar, oy € um unificador de S). Por inducao em k:

Base. Para k=0, basta v = 0

Indugao. Suponhamos que para k existe i tal que § = ok, e |Sox| > 1. Seja Dy o conjunto
de diferengas de Sox. Como 6 = op; e 0 unifica S, v unifica Di. Podemos concluir
que Dy, tem pelo menos uma variavel v" (sendo um conjunto de diferengas, nao podia ter
termos todos com o mesmo simbolo funcional, mas para unificar ndo podem ser distintos,
logo tem de haver uma variavel). Seja t' outro termo de Dy. Entao v’y = t'v,. Logo
v’ néo ocorre em t'. Seja entdo, o1 = o[t'/v']. E definimos vrr1 = v \ [v/7k/V]. Se

V', /v € i entao

/

Ve = W/ Uk

[ (
[tk /0'] U Yt (
[t'Yk1/v"] Uygs1 ndo ocorre em ¢/ (
[ (

t' /'] Y41 definigio de composta

Senao, Yg+1 = Yk, todos os elementos de Dy, sdo variaveis e v = [t/ /'] yk+1-
Entao, 0 = oy, = o[t /0] Vks1 = Tkt 1Vks1-

O

Exemplo 4.16. (Regra de Resolucao) A regra da resolugao para cliusulas de primeira
ordem pode ser definida usando a noc¢do de unificacao.

Dado L = {ly,...,l,} um conjunto de literais, seja L = {l~1, .. .,Z;L}. Sejam Cy e Cy duas
clatisulas sem varidveis em comum. Seja L1 C Cy e Ly C Co, tal que Ly e Ly unificam com
umg o.

A resolvente C de Cy e Cy é:
(Cio — Lio) U (Ceo — Lao)

Sendo {p(f(x),9(y)), a(x,y)} e {-p(f(f(a)),9(2)),q(f(a),g(2))}. Um umg de {p(f(x),9(y))}
e {p(f(f(a)),9(2))} €

[f(a)/x,y/z]. Entao, uma resolvente é

{a(f(a), 2),q(f(a), 9(2))}
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4.3 O operador Tp

Definigao 4.15. Dado um programa definido P e um conjunto formulas atdmicas fechadas
I € Bp,

T,(I) = {a€Bp|a+ pi,...,B, € uma instdncia fechada

duma cldusula de P e {B1,...,0n} C I}
Para n € (N), definimos Tp 1 n indutivamente por:

Tp1t0 = 0
TPTTI = Tp(TpT(n—l))

e ainda

Tptw = UpenTptn

Nota que

Tpt1 = Tp(0)
={a € Bp | @ < ¢é uma instancia fechada

duma clausula de P}

Exemplo 4.17. Seja P:

)
P(a,g(a)) «
P(b,g(b)) +
P(g(x), %) + Q(x)
Q(a) «
Q(c)

e I ={P(a,b),Q(b)}
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Exemplo 4.18. Para P do exemplo G-11:

Tp10 = 0

Trt1l = {Q(a),Q(c),P(a,g(a)), P(b,g(b))}

Tp12 = {P(g(a),a),P(g(c),c),P

Tp13 = {P(g(a),a),P(g(c),c),P
S(f(g(a))), S(f(g(c))}

Trpt4 = {P(g(a).a),P(g(c),c),P(b,g(b)),P(a,g(a)), Qa), Qlc),
S(f(g(a))), S(f(g(c)))}

Trtw = {P(g(a)a),P(g(c);c), P(b,g(b)),P(a g(a)), Qa), Q(c),
S(f(g(a))), S(f(g(c)))}

Exemplo 4.19. Seja P

Double(0,0) «
Double(s(x),s(s(y))) < Double(x,y)

Tp10 = 0

Tp1t1 = {Double(0,0)

Tp 12 = {Double(0,0),Double(s(0),s(s(0)))}

Tp 13 = {Double(0,0),Double(s(0),s(s(0))),
Double(s(s(0)),s(s(s(s(0)))))}

}
(
(

Tptw = {Double(s(...s(0)...),s(...s(0))...)) |n e N}

n 2n

Proposigao 4.6.

1. TptkCTp T (k+1), para k>0

2. Tp(TpTtw)=Tp T w, isto é, =Tp T w € um ponto fixo de Tp
Exercicio 4.9. Mostra a Proposicao f.8. <

A proposicao seguinte caracteriza os modelos de Herbrand de um programa definido P:

Proposigao 4.7. Seja P uma programa definido e A uma estrutura de Herbrand de Lp. A €
um modelo de P (i.e A= P) se e s6 se Tp(I4) C 4.
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Demonstra¢ao. A |= P sse para cada instancia fechada « < (1, ..., 5, de qualquer clausula de
P,se AE B, ..., A Bpsa, entao A = a. Mas entdo, por definigao de I 4, se B1,...0, € I4
entdo a € I4. Isto é, se @ € Tp(I4) entdao a € I 4. O

Em particular, para qualquer programa P, a estrutura de Herbrand A tal que I4 = Bp é um

modelo de P. (porqué?)
Teorema 4.5. Seja P um programa definido, Mp =Tp T w

Demonstracdo. C: A estrutura de Herbrand A tal que I4 = Tp T w é um modelo de P,
porque Tp(Tp T w) =Tp T w. Entdo Mp C Tp T w.

D: mostra-se por indugdo sobre n que se « € Tp 1 n entdo P | «. (mostral) Entao
T1TnC Mp, paratodon € N, logo T 1T w C Mp. O

Exemplo 4.20. Para o programa P do exemplo {13,

Mp = {Double(s(...s(0)...),s(...s(0))...)) | n € N}

n 2n

Exercicio 4.10. Para os programas definidos do exercicio G—1 determina o T T w(=Mp). <

4.4 Resposta correcta

Definigao 4.16. Seja P um programa definido e G um objectivo. Uma resposta para PU{G}

€ uma substituicao para varidveis que ocorrem em G.
Para P do exemplo B9, P U {< Double(z, s(y)}, [s(0)/x] é uma resposta.

Definicao 4.17. Seja P um programa definido e G um objectivo < B1,...,Bk, k> 1 e 0 uma
resposta para P U{G}. 6 é uma resposta correcta para P U {G} sse

P ): YV, Vl‘s((ﬁl N /\ﬁk)g)

onde x1,...,xs a0 as varidveis que ocorrem em (1 A ... A Bk)f.

Entao, 6 é uma resposta correcta sse P U {=Vz;...Vzs((f1 A... A B)#)} é nao satisfazivel.
Para o exemplo acima:

[s(0)/z,s(0)/y] € uma resposta correcta.

[s(z)/z,s(2)/y] ndo é uma resposta correcta.

Se P U {G} nao é satisfazivel entdao P = 3(S1 A ... A Bn). Isto quer dizer que existe uma

substitui¢ao fechada o tal que P = (B1 A ... A Bp)o. Suponhamos que podemos escrever
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o = 6y tal que em que P |= (81 A ... A By)0y para qualquer substitui¢ao fechada 7. Entao
temos que P =VY(B1 A ... A Bk, ie., 6 é uma resposta correcta para G.
Podemos relacionar as respostas correctas com o modelo minimo de Herbrand de um programa

definido:

Teorema 4.6. Seja P um programa definido, G um objectivo < B1,...,08k, k > 1 e 8 uma
resposta para P U{G}, tal que (81 A ... A Bg)0 € fechada. Entao sao equivalentes:

1. 0 € uma resposta correcta
2. se A € um modelo de Herbrand para P, entio A= (f1 A ... N\ Bk)0
3. Ap = (BiA...N\PBg)b

Demonstragdo. Obviamente D=0 e B=B. Basta ver que B=:
ApEBIN...AB)EO = AE (BiN...N\Bg)b, para qualquer A modelo de Her-

brand para P

= AW —(B1 A...N\ B, para qualquer A modelo de
Herbrand para P

= PU{=(B1A...ABk)0} ndo tem modelos de Herbrand
(e como =(B1 A ... A B)f é uma clausulal)

= PU{=(BLA...APB)0} nao é satisfazivel.

4.5 Resolugao-SLD

Vamos definir um sistema dedutivo que permita determinar se P U {G} nao é satisfazivel e,

nesse caso, calcular uma resposta.

Definicao 4.18. Seja G' um objectivo <— a,..., 0y, ..., e a < B1,..., By, uma cldusula

C. G’ ¢ deriwado por resolucio de G e C, com unificador mais geral 0 se:

1. ay, € o dtomo seleccionado em G

2. 0 é um umg de o, e

3. G é(—(011,...,51,...,@1,...,6%)0

Isto ¢,
S, Oy, 0 By, By
<—(al,...,61,...,ﬁq,...,o¢k)9

G’ diz-se a a resolvente de G e C.
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Definigao 4.19. Seja P um programa definido e G um objectivo. Uma derivagao SLD de
P U{G} é€ constituida por:
e uma sequéncia (finita ou infinita) Go = G,G1,Ga, ... de objectivos

e uma sequéncia C1,Csy,... de variantes de cldusulas em P, de modo a que nenhuma

varidvel de C; tenha ocorrido antes na derivagdo

e uma sequéncia de substituigoes 01, Oz, ... tal que cada Giy1 foi derivado (por resolugao)

de G; e C; com umg 0;41

A sigla SLD significa Resolugdo Linear com fungdo de Selecao para Clausulas Definidas.

Go=G (1,601

\ v
Gy Cs, 6o
\ v
Go
Gpn-1 Ch, 0p,
\ e
Gn

Defini¢ao 4.20. Uma refutagao-SLD de PU{G} é uma derivagiao SLD finita de PU{G} cujo
dltimo objectivo é a clausula vazia (€). Se Gy, = € dizemos que a refutagao tem comprimento

n.

Exemplo 4.21. Seja P: Max(x,y,x) < Less_eq(y, x)
Max(x,y,y) « Less_eq(x,y)
Less eq(0,x) +
Less_eq(s(x),s(y)) < Less_eq(x,y)
e G : < Max(s(0),x,s(s(0)))
Uma refutagao para P U{G} de comprimento n = 3 é:
< Max(s(0),x,s(s(0))) (Max(x1,y1,y1) < Less_eq(x1,y1)
01 = [s(0)/x1,5(s(0))/y1,5(s(0))/x])
<+ Less_eq(s(0),s(s(0))) (Less_eq(s(x2),s(y2)) < Less_eq(x2,y2))
02 = [0/x2,5(0)/y2])
+ Less_eq(0,s(0)) (Less_eq(0,x3) <, 03 = [s(0)/x3])

€
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Definigao 4.21. Seja P um programa definido e G um objectivo. Se 01,. .., 0, for a sequéncia
de umgs usada numa refutagao-SLD de P U {G}, a resposta calculada para P U {G} ¢ a

restricao da substituicao composta 0y -- -6, as varidveis de G.
Exemplo 4.22. Para a refutacdo do exemplo .21, a resposta calculada € a restrigdo de
-0 = s(0)xa.s(s(0)) . 5(s(0)) [0/ 5(0) /y2]s(0) ]
= [s(0)/x1,5(s(0)) /y1,5(s(0)) /x, 0/x2,5(0) /y2,5(0) /x3]
a varidvel z, i.e., 0 = [s(s(0))/x]
Exercicio 4.11. Sendo G = < Max(x,y,y), Max(y,s(0),s(0)), determina uma resposta calcu-
lada para PU{G}. o
4.5.1 Integridade da resolugao SLD

Teorema 4.7. (Integridade da resolu¢ao SLD) Seja P um programa definido e G um
objectivo. Toda a resposta calculada para P U {G} é uma resposta correcta para P U {G}.

Demonstracao. Seja G um objectivo < ay,...,ax e seja uma refutacao de comprimento n
para PU{G}, constituida por Gy = G, Gy, ..., Gy, objectivos, C1, ..., C, variantes de clausulas
de Peby,...,0, umgs. Mostramos por indugao sobre n que P =V((a1 A ... Aag)br---6y):

Base. Para n=1, tem-se G =+ a3, C = a + e a16; = afy. E, como C é uma variante
duma clausula de P, P |=V(a161)

Indug¢ao. Suponhamos que o resultado é valido para refutagoes de comprimento menor que
n. Seja C1 = a = P1,..., B4 (¢ > 0) e seja a,y, 0 dtomo seleccionado em G. Por hipotese

inducao,
P’:\V/((Oél/\.../\Oémfl/\Bl/\.../\ﬁq/\aerl/\.../\Oék)Hl...Hn)

Para ¢ > 0, resulta em particular que P =VY((B1 A... A Bg)b1---6p).

Mas V(a1 - - 0,) € igual a V(ab; ---6,), donde P |= V(01 ---0,), logo

P|:\V/((Oél/\.../\0ék)91'--9n)

O

Corolario 4.3. Seja P um programa definido e G um objectivo. Se existir uma refuta¢ao-SLD
de PU{G}, entao P U{G} ndo € satisfazivel.
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Demonstragao. Seja G um objectivo <— o, ..., ax e 6 uma resposta calculada para P U {G}.
Pelo teorema BZ7, § é uma resposta correcta para P U {G}, i.e., P = V(a1 A ... A ag)f, logo
P U{G} nao é satisfazivel. O

Definicao 4.22. Dado um programa definido P o conjunto sucesso de P €
Suc(P) = {«a € Bp | eziste uma refutacao de P U {< a}}.
Podemos considerar Suc(P) uma versao sintdctica de Mp...na realidade:

Lema 4.1. Dado um programa definido P, Suc(P) C Mp.

Demonstragao. Se a € Suc(P), entao existe uma refutacdo SLD de P U {«+ a}, donde pela
integridade, P = . Logo, o € Mp O]

Vamos ver que também Mp C Suc(P).

Definigao 4.23. Uma refutagao-SLD ndo restringida é uma refutagao-SLD em que se usam

substituicoes 61,604, . .. que sao unificadores, mas nao necessariamente unificadores mais gerais.

Vamos ver que se ha uma refutagdo-SLD nao restringida entdo também existe uma refutagao-
SLD...

Lema 4.2. Seja P um programa definido e G um objectivo tal que existe uma refutacdo-SLD
nao restringida de P U{G} de comprimento n com unificadores 61,...,0,. Entao existe uma
substitui¢ao v e uma refutagao-SLD de P U {G} de comprimento n e com umgs 0] ...60,, tal

que 01 ...0, =07...0.y
Demonstracao. Por inducao sobre n.

Base. Paran = 1. Tem-se que Gy =+ «a, G1 = ¢, C1 = a1 e a101 = afy. Mas entao existe
um unificador mais geral 8] de {a, a1}, donde existe 7y tal que §; = 0}7. E entao tem-se

uma refutagao de comprimento 1 e umg 6.

Indug¢ao. Suponhamos que o resultado é valido para refutacées de comprimento < n. Seja
Go = G,G1,Go,...,G, = ¢ uma refutacao nao restringida, com variantes de clausulas
Cq,...,C, e unificadores 6y, . .., 0,. Entao existe um umg 6] para o dtomo seleccionado
em G e a cabega de Cp, tal que 0; = 6)p para alguma substituigao p. Logo existe
uma refutagdo nao restringida para P U {G}, Gy = G,G},Ga,...,G, = €, com com
variantes de clausulas C1,...,C), e unificadores 01, pbs, ..., 0, tal que G; = Gp. Por
hipotese de indugdo existe para P U {G]}, uma refutagao-SLD G',Gs,...,G, = € com
umgs 04 --- 0], tal que pby---0, = 0, ---6/~, para alguma substituigdo v. Logo existe
P U{G}, uma refutagao-SLD Gy = G,G',Ga,...,Gy, = € com umgs 0,0, ...60), tal que
01 0p =000y 0, =00, -6 ~.
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Lema 4.3. Seja P um programa definido, G um objectivo e 8 uma substituicao. Suponhamos
que eziste uma refutagao-SLD para PU{GO} de comprimento n e com umgs 61, ...,0,. Entao
existe uma substituicao vy e uma refuta¢ao-SLD para P U{G} de comprimento n e com umgs
byeoo, 00 tal que 66y -0, =0} ---0.~.

Demonstracdo. Suponhamos que, no primeiro passo, C'; é uma variante duma clausula de
P tal que C16 = C1. Entado 66; é um unificador da cabeca de C7 e do 4tomo em G que
corresponde ao atomo seleccionado em GO. A resolvente de G e (7 com unificador 66, é
precisamente (G1. Entao obtemos uma refutagdo nao restringida de P U {G} que é idéntica a
refutagao original de P U {G6} a menos do primeiro passo, pois comega com G e utiliza 66, .

Basta agora aplicar o lema EZ2. O

Teorema 4.8. Seja P um programa definido, Suc(P) = Mp.

Demonstra¢ao. Suc(P) C Mp: pelo lema B
Mp C Suc(P): Seja a € Mp. Entdo a € Tp 1 w. Logo, existe n € N tal que a € Tp 1 n.

Mostramos por indugao sobre n que existe uma refutacao de P U {«— a}, i.e., a € Suc(P).

Base. Para n =0 é trivial.

Indug¢ao. Suponhamos que o resultado se verifica para € Tp 71,1 <n,esejaa € Tp T n.
Entao existe uma insténcia fechada a6 < (16, ..., Bxf de uma clausula de P, tal que
B10,...,0k0 € Tp T (n— 1) e @« = ayf. Por hipotese de indugao, existem refutagoes
de PU {« B;0}, para j = 1,...,k e como cada $;6 ¢ um atomo fechado é possivel
combinar essas refutagoes para uma refutagao de P U {< (f1,...,n)0}. Logo, existe

uma refutac¢ao-SLD nao restringida para PU{<«+ «a} e pelo lema B3 uma refutagao-SLD.

O

4.5.2 Completude da resolucao-SLD

Teorema 4.9. Seja P um programa definido e G um objectivo tal que P U{G} ndo € satis-
fazivel. Entao existe uma refuta¢ao-SLD de P U {G}.

Demonstra¢ao. Seja G o objectivo < f1,...,0. Como P U {G} nao é satisfazivel, entdo
PEI(BiLN...ABk). Etambém, existe P+ (81 A...ABk)0, e tal que (3;6 sdo atomos fechados.
Logo {516,...,0rk0} C Mp e pelo Teorema I8 existe uma refutagdo de P U {«+ f;0}, para
i=1,...,k. Podemos entao obter uma refutagdo para P U {G6#} e aplicar o lema E=3. OJ
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Lema 4.4. Seja P um programa definido e o um dtomo tal que P = Vxy...Vrsa, onde
T1,...,Ts $SG0 as varidveis em o. Entao existe uma refutagao-SLD de PU{+ a} cuja resposta

€ uma substituicao identidade.

Demonstracdo. Consideremos temporariamente, P como um conjunto de clausulas da lingua-
gem alargada L' = LpU{ay,...,as} onde a; sdo constantes novas e distintas. Entao, P = af
para 6 = [a1/x1,...,as/xs]. Mas af é fechado, pelo Teorema I8, existe uma refutacao para
P U {+ af}. Substituindo nessa refutagao as ocorréncias de a; por z;, para i = 1,...,s,

obtemos uma refuta¢ao para P U {< a} cuja resposta ¢ uma substitui¢ao identidade. O

Nao vamos ter exactamente inverso do teorema da integridade, dado que as respostas calcu-

ladas sao todas com umgs.

Teorema 4.10. (Completude da resolu¢cao SLD) Seja P um programa definido e G um
objectivo. Para toda a resposta correcta 6 para P U {G}, existe uma resposta calculada o de

P U{G} e uma substituicao vy, tal que 6 = oy

Demonstracdo. Seja G o objectivo < fB1,...,Br. Como 6 é uma resposta correcta para P U
{G}, tem-se que P =Vzy ... Vas(Bi A... A B
Pelo lema B4, para i = 1,..., k existe uma refutacao de P U {<— 3,0} que tem uma substitui-

¢ao identidade, como resposta calculada. Combinando estas refutagoes é possivel obter uma
refutagao de P U {GH}, cuja resposta calculada é a identidade.

Sejaentao 01, . .., 0, asequéncia de umgs utilizada na refutacao de PU{G0}. Entao G606, - - -0, =
G6. Aplicando o lema A3, existe uma refutagdo de P U {G} com umgs 61,...,0, tal que
001 ---6, =07---6/~+ para algum +'. Tomando as restrigoes as variaveis de G, o de 0 --- 6/,

ey de/, vem 0 = ov. O

Leituras suplementares [Llo7| [BAQT] (Cap. 7,8)
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Apéndice B

Deducao natural para a logica de 1¢
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Introdugao Eliminagao
t1 = t2
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