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1 Mais Teorias (decidiveis)

Teorias de Légica de Primeira Ordem

Uma teoria 7 é um conjunto férmulas fechadas.

Uma teoria é finitamente axiomatizavel se existe um conjunto finito A C T
(axiomas) tal que
Yo, p €T sse ¢ A.

1. Teoria da igualdade e fungoes nao interpretadas
Teoria da aritmética - Axiomas de Peano
Teoria de Conjuntos de Zermelo-Frankle

Teoria da Geometria

Teoria de inteiros

A S

Teoria de Grupos

Axiomas de Peano

Os axiomas sdo factos bésicos dos niimeros naturais:

1. Vz(z+1+#0)



VaVy(z+1=y+1—z=1y)

0O+1=1

Vex+0=ux

VaVyz+ (y+1)=(z+y) +1

Vraxx0=0

VaVyar x (y+1)=(r xy)+z

(principio da indugao) (Q(0) A (Vz(Q(z) — Q(z + 1)) — VaQ(z)

Nao é decidivel (Teorema da Incompletitude de Gédel)

® N o ok W N

Teoria da igualdade Tg

Ve.x =z
Ve,yx =y —>y==ax
Ve, y,2zx=yANy=z —>x =2

VZ, .01 =1 AT = Yo — [T, T0) = (Y15, Un)
VZ,§x1 =1 A Zp =Yn — Pla1,...,Z0) = P(Y1,. -, Yn)

Indecidivel. Fragmentos decidiveis:

e Predicados monadicos
e Sem Predicados
e Sem quantificadores

e Conjuncoes de férmulas atomicas

Teoria dos Arrays, Ta
read(a,1) and write(a,i,v)
Te
Ya,i,j.i = j — read(a,i) = read(a,j)
Ya,i,j,v.4 = j — read(write(a,i,v),j) =
Ya,i,j,v.-(i = j) — read(write(a,i,v),j) = read(a, j )
Va,b.(Vi.read(a,i) = read(b,i)) - a=>5

Indecidivel. Fragmento sem quantificadores decidivel.



Procedimentos de decisao

e Sao especificos a uma determinada teoria

e Determinam se uma determinada férmula é inconsistente, satisfazivel ou
valida

e Podem trabalhar sobre conjungoes de férmulas ou determinar se uma
férmula é consequéncia de outras

e Podem utilizar heuristicas para acelarar procedimentos, mas tém sempre
que dar uma resposta correcta e terminar (ou seja tém de ser integros e
completos)

Teorias decidiveis

e Existem muitas teorias dteis decidiveis (ou pelo menos fragmentos):

Igualdade com simbolos funcionais nao interpretados

w=yNf(f(f(2) = f(x) = FFSEW)))) = fle)

Updates de funcoes, registos e tuplos

— Aritmética linear sobre inteiros e racionais
r<yANe<1—-yA2xx>1—=4dxx=2
— Légica diferencial (caso especial rapido)
r—y<c

— Vectores de bits: operagoes aritméticas médulo

— Listas e outras estruturas de dados recursivas.

e Combinagoes de teorias decidiceis sao em geral também decidiceis

Resolutores SMT

e Utilizam-se procedimentos individuais ou combinados para decidir con-
jungbes de férmulas com base nas suas teorias decidiveis (TSolver)

e SMT permite estrutura proposicional geral

e Devem explorar estratégias de procura em resolutores SAT modernos

Os termos sao substituidos por varidveis proposicionais

Encontrar uma solucao num resolutor SAT

Se encontrar, devolve as varidveis a sua interpretacao e envia a férmula
para o procedimento de decisao adequado para ela.



Resolutores SMT

Seja prop(p) uma fungéo que mapeia ¢ numa férmula proposicional (substituinto
férmulas atémicas por varidvies proposicionais) e unprop a funcao inversa. Dada
uma valorizacdo p para prop(y) seja

¢(p) = {unprop(p;) | p(pi) = V} U {—unprop(p;) | p(pi) = F}

SMT-Solver (p) {

A := prop(y)

loop
(r,p) := SAT(A)
if r= unsat then return unsat
(r,0):=TSolver (p(p))
if r=sat then return sat
C := Vpeyprop(B)
A := A ANC

Programacao em Légica

Um programa é um conjunto de formulas logicas e a sua execugao corresponde
a uma demonstracao de que uma férmula é um teorema.

Os sistemas que vamos ver baseiam-se em:
e considerar férmulas em forma prenexa e em que a matriz estd em normal
conjuntiva: cldusulas
e como sistema dedutivo usar variantes da resolucao
e o sistema dedutivo é integro e completo, para uma estrutura determinada.

e computacionalmente “universal’, i.e., equivalente a méquinas de Turing
ou uma qualquer linguagem de programacao de uso geral... C, Java,
Python, Haskell

1.1 Resolugao para a légica proposicional

Resolugao para a légica proposicional

Um literal é uma férmula atémica ou a sua negacao: p, —p

Uma clausula é uma disjungao de literais: p V =¢ V —p V s e pode representar-se
por um conjunto
{p7 -q, P, S}




Entao uma férmula da légica proposicional em FNC, p.e.

pA(@VrVvgA@ErVv-as)A((PVs) A(ngV -s)

pode ser vista como um conjunto de clausulas:

{{_'p}a {Q7 T}’ {_'Ta —\S}, {p, S}, {_‘qa —\S}}

Sistema dedutivo por Resolucao (LP)

E um sistema dedutivo por refutagao: para deduzir ¢, deduz-se que —¢ é uma
contradicao.

Seja C um conjunto de clausulas C' e representamos por F a cldusula vazia.

O sistema dedutivo por resolu¢do nao tem axiomas e apenas uma regra de

inferéncia:

Regra de inferéncia da Resolugao

Cu{p} C'U{-p}
cuc

A conclusdo C'U C' diz-se a resolvente das premissas.

Uma deducao de F a partir de um conjunto C de cldusulas diz-se uma refutacao
de C.

Uma deducao por resolugao de uma férmula ¢ é uma refutagao de cldusulas que
correspondem a FNC de —¢.
Dado

{{_'p}a {Qv T}’ {_'Tv —\S}, {pv s}a {ﬁ% —\S}}

temos

(s} (mp} TS5 {mgos)
{s} {—s}

F

Integridade e Completude da Resolugao para LP

Teorema 21.1. (Integridade) Seja C = {C4,...,Cy} um conjunto ndo vazio
de cldusulas da légica proposicional.

i. Sejam C; e C; cldusulas de C e R uma resolvente de C; e C;. Entdo C |= R.

1. Se C g F ,isto é, existe uma deducdo de F a partir de C usando apenas a
regra da Resolugao, entdo C nao € satisfazivel.

Teorema 21.2. (Completude) Se um conjunto de cldusulas C € nao satisfazivel
entao existe uma deducio C kg F.



Notacgao clausal

Um cldusula

{alv"wa/w_‘ﬁla"'v_‘ﬁl}

é equivalente a

(ﬁl JAEIEIAN 51)—)(0[1 vV -V ak)

também se pode representar na notacao clausal:

ala"'aakeﬂla"'aﬂl

1.2 Clausulas

Clausulas para LPO

Seja L uma LPO com igualdade e pelo menos uma constante.
Um literal positivo (ou dtomo) é uma férmula atémica : P(z,y), f(z) =a
Um literal negativo é a negagao de uma férmula atémica: —P(x,y)

Uma cldusula é uma férmula ¢ da forma:
Vap ... Vog(ar V... Voap V281 VooV =8,)

onde «;, [3; sdo atomos e 1, ..., x5 todas as varidveis que ocorrem em .

Também se pode escrever ¢ como:
V.. Vas((Br A oo A Br) = (a1 V..oV oag))
ou ainda representé-la em notacao clausal:
A1y, < B,y B

Literais e Clausulas Fechadas

Um literal diz-se fechado se todos os seus termos sao fechados, isto é, nao tem
variaveis.

—P(f(a),c), Qg(f(a), f(b)), h(a,g(b)) = f(g(a, f(a)), ma=b, a= f(a)

Uma cldusula diz-se fechada se todos os seus literais sao fechados.

{=P(f(a),c),Qg(f(a), f(b)), ~h(a, g(b)) = f(g(a; f(a))}



1.3 Conversao para forma clausal

Conversao em forma clausal

Para qualquer férmula ¢ existe um conjunto de clausulas que é satisfazivel se e
8O se  é satisfazivel.
Para converter ¢ para forma clausal primeiro converte-se para forma prenexa:

Q1~T1Q2$2 cee anﬂnw

onde cada @; é ouV ou 3, 1 <i <n, e éuma féormula sem quantificadores.

Depois temos de eliminar quantificadores existenciais.

Conversao em forma clausal

Proposigao 21.1. Seja Yy ...y,3xp uma proposi¢io de uma linguagem de 19
ordem L e seja L' uma linguagem com os simbolos de L e com mais um sfmbolo
n-drio f. Entdo,

Yyi...yp3xp

€ satisfazivel em L se e so se

Yyi . yn@[f (W1, -y Yn) /2]

€ satisfazivel em L'.

Nota: as duas féormulas nao sao semanticamente equivalentes: apenas a satis-
fazibilidade de uma é garantida pela satisfazibilidade da outra.

Conversao em forma clausal

Dem.
Temos que mostrar que existe uma estrutura A = (A, .A) tal que
AEVYy ... ypJze
sse existe A’ (estrutura de £') tal que
A Byl f (Y1, yn) /7]

(=) Para todos os ay,...a, € A, existe b € A tal que

A Esa/y1]. - [an fyallb/z] P

b depende dos aq,...,a,. Entdo a estrutura A’ pode ser igual a A e tal que o
valor de fA" seja dado, para todo ai,...,a, € A por :

fA'(al,...,an) =b



Conversao em forma clausal

Dem.
(=)

Em A’, consideremos os valores de
A/
f (al,...,an).

Estes sao os valores de cada um dos b.

Skolemizacdo

E um algoritmo que converte uma proposicao ¢ de uma linguagem de 12 ordem,
numa conjuncao (ou conjunto) de cldusulas p = @1 A ... A ¢, (duma linguagem
alargada L) tal que:

e cada ¢; é da forma Vzy...Vz, (A V ... V A,), onde cada A; é um literal

e a formula ¢ é satisfazivel se e s6 se @ é satisfazivel

Algoritmo de Skolemizacgao

1. Converter ¢ em forma normal prenexa Q1z1Q2x3 ... Q,x,¥ onde cada Q;
é ou ¥ ou 3 e ¢ ndo tem quantificadores (e denomina-se a matriz).

2. Para 1 < i < n se @; é um quantificador existencial 3 e x;,,...x;,,

;

as variaveis quantificadas universalmente de indice menor que i entao
substitui-se:

Jz:0 por O[fi(zi,, ... w4, )/Ti]

onde f; é um novo simbolo funcional de aridade m;.

Algoritmo de Skolemizagao

3. Converter a matriz da férmula resultante para forma normal conjuntiva
aplicando sucessivamente as seguintes transformagcoes:

g —

(o A 1) — eV

(e Vv P) — e A

eV WA — (pVY)A(pV0)



4. Aplicar a seguinte transformagao:

V(o A ) — Vzp A Vay

Exercicio 21.1. Aplica o algoritmo a segquinte formula:

Vo(Vy(P(y) — R(y,z)) — Q(x))
<o

Resolucao 21.1

Para forma normal prenexa basta passar para fora os quantificadores:

VaVy((P(y) = R(y,z)) = Q(z))

Como nao tem quantificadores existénciais basta, converter a matriz para forma normal

conjuntiva:
Vavy(=(=P(y) V R(y,z)) v Q(z)) (1)
Vavy((P(y) A —R(y,z)) vV Q(x)) )
vavy((P(y) vV Q) A (mR(y,z) vV Q(x))) ()
Vavy((P(y) v Q) A VaVy(-R(y,z) V Q(z)) (4)

Resolugao para clausulas fechadas

A regra da resolucao para clausulas fechadas é praticamente igual & da légica
proposicional.

Sejam C' U {l} e C" U {-l} duas cldusulas fechadas.

Regra de inferéncia da Resolugao
cu{ly cu{-i}
cuc’

CUC’ é aresolvente de CU{l} e C" U {~l},
Exemplo 21.1. Sendo {P(f(a), g(c)),Q(a,c)} e {=P(f(a),g(c)), Q(f(a),g(c))}.

Entao, uma resolvente é

{Q(a,¢),Q(f(a), 9(c)}



