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1 Introducao a Programacao em Ldgica

1.1 Férmulas de Horn

Formulas de Horn para Légica Proposicional

Uma formula de Horn é uma férmula em forma normal conjuntiva em que em
cada disjuncao (clausula) existe no mdximo um literal positivo.

p A =g A (gV —p)
(=pV =gV =sVp A(qgV -rVp A(pV-asVs)
(=pV =gV =s)A(mgV —rVp As

Numa férmula de Horn, as disjungoes =p; V ... V —p, V p também se podem
escrever como

(pr A ..o A pn) =D

ou se p nao existe (ou é F):
(p1 A ... A py) = F

ou se 0s p; nNao existem:
V—>p



Férmulas de Horn

Nem todas as férmulas tém uma férmula de Horn equivalente!

Mas,

Para determinar se uma férmula de Horn da l6gica proposicional é satisfazivel
podemos usar um algoritmo eficiente.

Satisfazibilidade duma férmula de Horn

Considera a férmula p A =g A (¢ V —p):

e comecar por colocar numa linha as varidveis proposicionais que ocorrem
na férmula e colocar a férmula. Ex:

plallp A g A (qgV —p)

e se alguma das varidveis proposicionais é um dos elementos da conjungao
atribuir o valor V a essa variavel . Ex:

plallp A —qg A (qgV -p)
VI

Satisfazibilidade duma férmula de Horn

e Com essa informacao preencher a tabela como se tivesse a construir a
tabela de verdade (para essa linha), analisando cada disjungao para de-
terminar se, para ela ser verdadeira, se pode determinar mais valores para
as varidveis proposicionais:

Satisfazibilidade duma férmula de Horn

e E voltando a repetir este passo, obtém-se:

plallp A = ¢ A (@ V - p
V|V] F F

Continuar até mais nada puder ser acrescentado.



e se no passo anterior se atribuir F a um dos elementos da conjuncao, a
férmula também fica com o valor F e nédo é satisfazivel. Caso contrario po-
demos atribuir a férmula o valor V se atribuirmos F as restantes varidaveis
proposicionais.

No exemplo que estamos a considerar, a formula tem o valor F e portanto nao
é satisfazivel.

Foérmulas de Horn para LPO

Uma clausula é uma férmula de Horn se tem no méximo um literal positivo.

Uma clausula de Horn é positiva se tem um literal positivo:

V:cl...Va:S(ozl V _|61 V ...V _‘Bn)

a1 é a a cabeca da clausula e (1, ..., 3, o corpo da clausula. Se o corpo é vazio
a clausula diz-se unitaria.

Uma cldusula de Horn é negativa (objectivo) se nao tem literal positivo:

Yoy .. Ve (=B1 V ... V —8)

ﬂﬂxl...ﬂxs(ﬂl VAN ﬁn)
9/3],...,‘8”

A cldusula vazia representa-se por € ou [] corresponde a uma contradigao (F) e
é uma clausula sem cabega nem corpo.

Formulas de Horn

Exemplo 23.1. Das segquintes formulas, indica quais sao cldusulas de Horn,
positivas ou negativas e escreve-as na notacao clausal:

o VaVyVz(P(xz,z) V Qz,y) V —Q(z,2)) Nao Horn P(x,z),Q(x,y) <«
Qz,z)

o VaVyVz(P(x,z) V —Q(x,y) V =Q(x, 2))positivaP(z, z) + Q(z,y), Q(x, 2)

o VaVzP(x, z)unitariaP(x,z) +

o VaVyVz(—P(z,z) V =Q(z,y))negativa < P(x,z),Q(x,y)

Programa definido

Um programa definido é um conjunto finito de cldusulas de Horn positivas.

Num programa o conjunto de clausulas com cabecas com mesmo simbolo de
predicado P, chama-se a definicao de P.



Exemplo 23.2. Considera a linguagem de 1¢ ordem L, sem igualdade com
Fo = {0, nil}, Fy = {s}, Fo = {cons}, Ry = {sorted}, Ro = {slowsort, perm, less_eq}
e R3 = {delete}.

O programa sequinte dada uma sequéncia de inteiros permuta os seus elementos
até estarem ordenados!:

slowsort(x,y) < sorted(y), perm(x,y)

sorted(nil) «

sorted(cons(x, nil)) +

sorted(cons(x, cons(y, z))) + less_eq(x,y), sorted(cons(y, z))
perm(nil, nil)

perm(cons(x,y), cons(u,v)) < delete(u, cons(x,y), z), perm(z, v)

delete(x, cons(x,y),y) +

delete(x, cons(y, z), cons(y, w)) < delete(x, z, w)
less_eq(0, x)

less_eq(s(x),s(y)) < less_eq(x,y)

e um inteiro n é representado pelo termo s(s(...s(0))) com n simbolos funci-
onais s. Ex: s(s(s(0))) representa 3

e uma lista de inteiros é representada por termos cons(x,y) onde x é um in-
teiro e y é uma lista. A lista vazia é representada por nil Ex: cons(s(s(0)), cons(s(0), cons(s(s(s(0))), nil)
representa a lista [2,1, 3]

e slowsort dada uma lista x, verifica se estd ordenada (sorted), sendo permuta
(perm)...

Proposigao 23.1. Seja P um programa, < 51, ..., B, um objectivo e y1, ...,y
as varidaveis que ocorrem nos F;, 1 < i <n. Entao

P |:Hylﬂy7‘/81 VAN ﬁn
se e s6 se PU{« B1,...,0n} € ndo satisfazivel.

Demonstracdo. Directamente das definigoes. O

Exemplo 23.3. PU{« slowsort(cons(s(s(0)), cons(s(0), cons(s(s(s(0))), nil),y)}

nao € satisfazivel. Ou seja executa P com o objectivo
<« slowsort(cons(s(s(0)), cons(s(0), cons(s(s(s(0))),nil),y)

e obtém em y a resposta.



1.2 Satisfazibilidade de Clausulas

Satisfazibilidade de Clausulas

Para um conjunto de férmulas ¢ nao ser satisfazivel é necessario que nenhuma
estrutura de £ seja modelo de ¢. Mas:

e se as formulas forem cldusulas basta mostrar que nao tém um modelo de
um dado tipo: um modelo de Herbrand.

e Um conjunto de claisulas de Horn, sao satisfaziveis se o forem no seu
modelo minimo de Herbrand.

e Dado um programa definido P e um objectivo G, PU G é néo satisfazivel
se e sO se G nao é satisfazivel no modelo minimo de P.
Satisfazibilidade de Clausulas

Proposicao 23.2. Seja A = (A,-A) uma estrutura de L e o a cldusula

Qp,...,0k (*ﬂl,...,ﬂn,
com varidveis Ty, ... Tg.
A satisfaz o, A = ¢, se e sd se para todos 0s ay,...,as € A existe um literal
Ae{ar, ... ap, B, ..., 00Bn} tal que
A A

para s(x;) = a;, 1 <i <s.

Demonstragdo. Resulta directamente da definicao de cldusula e da relagao =;.
O

Estrutura de Herbrand

Uma estrutura A = (4, -4) de £ é estrutura de Herbrand se:

e A =7y, o conjunto de termos fechados de £

o A =¢ parace F

o fA(ty,....,ty) = f(t1,...,tn), para f € Fp,n>0ety,...,tn €To

Todas as estruturas de Herbrand tém o mesmo dominio (ou universo) e coinci-
dem no valor dos simbolos funcionais: apenas diferem no valor dos simbolos de
predicado.



Estruturas de Herbrand

Exemplo 23.4. Para a linguagem Lss (do slowsort) o dominio (ou universo)
de qualquer estrutura de Herbrand A é:

A = {0,nil,s(0),s(nil),cons(0,0),cons(0,nil),cons(nil,0),cons(nil,nil),. .. }

e 04 =0, nilt = nil, s4(0) = s(0), ete

Estruturas de Herbrand

Exemplo 23.5. Seja a linguagem L tal que F; = {f,g}, R1 = {p,r} e Ry =
{q}. Como L nao tem constantes adicionamos uma constante ¢ a Ty de L. O
universo de Herbrand é:

A ={cf(c).g(c)f(f(c)) f(g(c))&(f(c)).g(a(c)). - }

e ct =c, fA(c) = f(c), fFA(g(c)) = f(g(c)), ete

Teorema de Herbrand
Teorema 23.1. Seja ¢ um conjunto de cldusulas. Entao ¢ € satisfazivel se e

s0 se tiwer um modelo de Herbrand.

Dem.

(<) E 6bvio que se ¢ tiver um modelo de Herbrand ¢ satisfazivel

Teorema de Herbrand

Dem.

(=) Seja A um modelo de ¢. E necessario mostrar que ¢ tem um modelo de
Herbrand, A : associamos a cada simbolo relacional R a relagao:

RA = {(t1,...,tn) €T | (¢, ..., 1) € R4}

Vejamos que Az é um modelo de ¢: seja V(A1 V ... V Ap) € @.
An IZV()\l V...V )\m)

sse para toda a interpretacdo das varidveis sy em Ay se tem

Ay sy, M1V oV AR)



Teorema de Herbrand

Dem.
Se sy (z) =t € Ty seja s(x) = t* em A.

Como A EVY(A1 V ... V Ap), entdo A =5 (A1 V ...V Ay), isto é, existe pelo
menos um k tal que A =g Ag.

Mas, por construgao de Aye como cada A; é um literal,
Al=s A sse Ay oy i,
, 1 <i <m (verifical). Donde

Ay Esy MV oo V) sse A (A VLo VA,

Corolario 23.1. Um conjunto de clausulas de Horn € satisfazivel sse tiver um
modelo de Herbrand.

Nota que se ¢ nao fosse um conjunto de clausulas o teorema nao se verificava.

Exemplo 23.6. O conjunto de proposi¢oes {P(c),Jx—P(x)} da linguagem com
Fo = {c} e Ry = {P} € satisfazivel mas ndo tem modelo de Herbrand:

A= ({0,1},-4) com c* = 0 e PA = {0} satisfaz o conjunto. Mas To = {c} e as
tinicas estruturas de Herbrand sdio tais que Pt = () e P2 = {c}, e nenhuma
satisfaz o conjunto.

1.3 Modelo Minimo de Herbrand

Modelo minimo de Herbrand

Dado um conjunto de clausulas de Horn ¢, o modelo minimo de Herbrand de ¢
¢ a estrutura de Herbrand A, tal que, para R € Ry:

RA ={(t1,...,tn) ETQ | o F R(t1,...,ta)}
Teorema 23.2. Seja ¢ um conjunto satisfazivel de clausulas de Horn. Entao:

e Ao ¢

o se Ay é um modelo de Herbrand de ¢, entdo para todo o simbolo relacional
n-drio R, R C RAx

Teorema 23.3. Seja ¢ um conjunto de clausulas de Horn. Para qualquer
formula fechada da forma

Jzq ... Fzp(ag A oo A o),

onde cada c; € uma formula atomica, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:



1. oF 3z ... Fzp (o A o0 A o)
2. Ay =31 . 3zp (o A Lo A )

3. existem t1,...,t, € To, tal que = (ag A ... A a)[t"/z"]

Resolugao para clausulas de Horn

Seja P um programa (conjunto de cldusulas de Horn positivas) e G uma cldusula
negativa (objectivo),

<;Bla"'vﬂn

(= V=B VeV B).
Temos que
PEIBL A - APBpsse #P NG

Sendo a resolucao integra, basta que
PU{G}FF.
Mas entao
PEWG A - A Bn)o
para alguma substituicao 6.

Mais especificamente:

Resposta correcta

Uma substitui¢ao de varidveis § em G é uma resposta correcta se P | V(—=G0)
onde V ¢ o fecho universal das varidveis livres em —~G6.



