Algoritmos de Model checking com Autématos

Problema: Dados uma férmula ¢ em LTL, um sistema 7T e um estado s,
verificar se T, s |= .

Abordagem:

e Construir um autémato A, que aceita um caminho 7 se e s6 se 7 = =,

ie. m £ .

e Representar (T, s) por um autémato Ar s (que aceita exactamente os ca-
minhos em 7' que comegam em s).

e Verificar se L(A-,) N L(Ar) = 0. Em caso afirmativo, tem-se T,s =
, caso contrario, qualquer caminho pertencente a interseccao das duas
linguagens pode ser exibido como contra-exemplo.

Autématos nao deterministicos

3 alfabeto, L C ¥* linguagem
A=(%,8,8°6F)onde SO, FCS,§:5x% 2%

L(A) ={w e ¥* | §(so,w) N F #PAs, €S

onde 0(s,e) = s e 6(s,ax) = 6(4(s,a),x).

H

L((a™ab(ab)*)

As linguagens aceites por NFAs sdo fechadas para o complementar, reuniao e
interseccao.

Autémato (nao-deterministico) de Biichi

H

w = aaababab . .. é aceite



Autémato (ndo-deterministico) de Biichi

Palavras infinitas

Dado um alfabeto ¥ uma palavra infinita de ¥ é uma sequéncia infinita agaias . . . @mam1 - -
de simbolos a; € X.

3% ¢é o conjunto das palavras infinitas de 3.

aaabbbaaabbb . . . representa-se pela r.e (aaabbb)®

Autémato de Biichi
A, =(2,5,8° 6 F)onde SO FCS,6:8xX%—2°

Dado w = agay ..., uma computagao em w (r,) é uma sequéncia de estados
50,51, , com sg € S e ;41 € 0(s;,a;), 1> 0.

lim(r,) = {s | s = s; para um nimero infinito de 7’s}
(estados que aparecem em 7, um nimero infinito de vezes)

L(A,) = {w € X | Iry, lim(r,) N F # 0}

Autémato (nao-deterministico) de Biichi

a b
D
w = aaababab . .. é aceite
L., ((a*(ab)*))

Fechos e caracterizagao

Teorema 17.1. As linguagens aceites por autdmatos de Biichi sdo fechadas
para a reunido, interseccao e complementar.

e Para a uniao usa-se a construgao do autémato produto
e nao funciona para a intersecao
sendo A; = (%, 5;,59,8;, F),
An = (2,8 x Sy x {1,2}, 8 x 89 x {1},0n, F1 x Fy x {1})

e (s',t,7) € §(s,t,4) se ' € 61(s,a), t' € Ja(t,a),ei=jmassei=1e
se€ Fi,entao j=2esei=2etec Fy entao j = 1.

e 0 complementar tem um algoritmo duplamente exponéncial



Fechos e caracterizacao

Neste caso o determinismo é mais fraco que o ndo determinismo: (04 1)*1“ nao
¢é aceite por um autémato deterministico de Biichi.

Teorema 17.2. Uma w-linguagem L € reconhecida por um autémato de Biichi
sse L € a unido finita de linguagens VW, onde V,W C ¥* sao linguagens
requlares e € ¢ W.

Lo(A,) =07 e Ly(A,) =X

Teorema 17.3. O problema de determinar se a linguagem aceite por um A, é
vazia pode ser decidido em tempo linear.

Demonstracdo. Dado A, = (%,5,5° 6, F), L,(A,) é ndo vazia sse existe sg €
S0 et € F tal que sg é conexo com t e ¢ é conexo com ele préprio. O

Teorema 17.4. O problema de determinar se a linguagem aceite por um A,, €
¥¥ pode ser decidido em tempo exrponencial.

Demonstragdo. Obter o complementar de um autémato de Biichi é exponencial
e L,(A) #3X% < L,(A) #0. O

LTL e Autématos de Biichi

e A cada férmula ¢ do LTL podemos associar um autémato de Biichi ¢,

Ag,

A linguagem L, (Ay) é precisamente o conjunto de caminhos que satisfa-
zem a férmula ¢.

Considerando o alfabeto ¥ = 24F nao é dificil associar a férmulas do LTL

autématos de Bilichi

e ... mas é muito pouco eficiente computacionalmente.

Para ¢ férmula proposicional seja

Yo={aecX|akyp}



LTL e Autématos de Biichi

Por exemplo, se p € AP,

¥, = {aeX|pea}
S, = 3\,
Ypag = 2pNy
Ypvg = XpUZX,

Temos que dados estados s, s’

s%s':{sisﬂae&a}

LTL e Autématos de Biichi

)y b
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xp O D

Gp H

LTL e Autématos de Biichi

) Xp
o ——
Xq N
oo g

Como estes automatos sao fechados para a reuniao, intersecao e complementar,
podem ser construidos para qualquer férmula. Mas os autématos para a negagao
levam a uma explosao combinatoéria...

LTL e Autématos



e Para simplificar a exposi¢ao e por serem exponencialmente mais sucintos
do que os NFAs vamos introduzir os Autématos alternados.

e Num NFA se hd uma escolha entre dois estados isso pode ser representado
por uma disjungao.

e Os autématos alternados generalizam esse conceito a outras formulas Bo-
oleanas.

Autémato Finito Alternado (AFA)

e Seja X um conjunto de varidveis e BT (X) o conjunto das férmulas com
A e V sobre X (mais true e false).

e Dado Y C X dizemos que Y satisfaz uma formula 6 se a atribuicao
de valores as varidveis que atribui 1 a elementos de Y e 0 aos restantes,
satisfaz 6.

o {s1,s3} satisfaz (s1 V s3) A (s3 V s4)

o §(sp,a) = (s1 A s2) V (s3 A s4) significa que o autémato aceita aw de
S, se aceita w de s e de sy ou aceita w de s3 e de s4.

e Neste caso hd uma escolha existencial (disjungdo) e uma universal (con-
jungdo).

e Dado um NFA podemos representar § usando B (S). Por exemplo §(sg,a) =
{51,80} = 51 V so. Num AFA, o valor de § pode ser uma férmula qualquer
de B¥(9).

Autémato Finito Alternado (AFA)

Exemplo 17.1. A= (%, 5,s%, 6, F) onde s° € S, estado inicial ,F C S estados
finais, 6 : S x X — B*(S)

A= ({a,b}, {s0,51},9,50,{s1})

6| a | b |
S0 S1 S0 \ S1
S1 | So N 81 S0

Computagao (run)

e Uma computagio agora é uma arvore r (S-etiquetada) com raiz, € (e
finita).

e O nivel de um né z (|z|) é a distdncia do né a raiz e r(z) a sua etiqueta
(um estado)



e Um ramo § = zgxy--- € uma sequéncia maximal de nés onde zg = ¢ e
cada x; é pai de x;41, © > 0.

E r(8) = r(zo)r(z1) -+ é a sequéncia de etiquetas ao longo de .

e Uma computacao numa palavra w = ag---a, €é uma &arvore finita S-

etiquetada, 7, tal que r(¢) = s° e:

—se x| =i<n, r(z)=sed(s,a;) =0 entdo z tem k filhos z1,...,z
para algum k < |S|, e {r(x1),...r(xx)} satisfaz 6.

Notar que se 6(r(z),a;) = true entdo x ndo necessita de ter filhos (e se
(s, a;) = false ndo ha nenhum né z com r(z) = s).

Autémato Finito Alternado (AFA)

Computacao de aceitagao

Uma computagcao é de aceitagao se todos os nés a profundidade (nivel mdximo)
n sao etiquetados com elementos de F' . Ou um ramo termina com true ou
atinge um estado final.

Linguagem aceite por um AFA

L(A) = {w | 3r,, de aceitagao }

Exemplo 17.2. A= (X, 5,5°,§, F) onde s° € S, estado inicial ,FF C S estados
finais, § : S x X — BY(S)

A= ({a,b},{s0,51},0, 50, {51})

o a | b |
S0 S1 So V s1
S1 | So N\ s1 S0

AFA vs. NFA

Teorema 17.5 (Equivaléncia AFA e NFA). Uma linguagem € aceite por um
NFA se e s6 se € aceite por um AFA.

=
Dado NFA A = (%, 8,8°,6, F), constréi-se A, = (X, S U {s°}, %, 64, F) e para b€ 2
0a(s,b) = \VARY
teS0 t/€5(t,b)
Sa(s,b) = \/ t
te8(s,b)

A disjungao vazia é false.



AFA vs. NFA
Teorema 17.6 (Equivaléncia AFA e NFA). Uma linguagem € aceite por um
NFA se e so se € aceite por um AFA.

=
Dado AFA A = (%, 5, s°,6, F). Entdo A, = (2,2 {{s°}},6,,27) e paraa € &

0n(T,a) = {T" | T’ satisfaz A terd(t,a)}

Se a conjuncgao for vazia é true.

Exercicio:

Determina um autémato finito alternado que aceita a mesma linguagem como
0 autémato finito ndo deterministico seguinte:

Au = ({a,b},{s0, 51,52}, {s0},6, {s1}),

onde 4(sg, a) = {so, 2}, d(s1,a) = {s2}, d(s2,a) = {s0, 52}, 6(s0,b) = {s1, 82},
0(s1,b) = {so} e d(s2,b) = {s0, s2}
Exercicio:

Determina um autémato finito nao deterministico que aceita a mesma linguagem
como o autémato finito alternado seguinte: A = ({a,b}, {s0,51},9, s0,{s1})

o] a | b |
So S1 So V S1
S1 | So N\ s1 S0

AFA Complementar

Complementar

Se 6 € B*(S) a seu dual 0 é obtido trocando true por false e V por A . Dado
um AFA A = (%,5,5%,6,F), seja A = (%,5,5°,6,5 — F) e 6(s,a) = 6(s,a) .

Entao L(A) = X*\ L(A).

onde:

.
8|

=z
e true = false e false = true

B
e aV pf

>
Ql

o

V
A

Ql

™



Autémato Alternado de Biichi

Seja A = (X, 5,s°,4, F) um autémato alternado em palavras infinitas, onde
s¥ € S é o estado inicial , F C S estados finais, § : S x ¥ — BT(9) .

e Uma computaciao de A numa palavra infinita w = agay ... é uma arvore

S-etiquetada r (possivelmente infinita) tal que r(e) = 5% e

e se |z| =i, r(z) = s e d(s,a;) =0, entdo x tem k filhos x1,..., x5 com
k<|S|e{r(z1),...,r(zr)} satisfaz 6.

e Uma computacao é de aceitagao se todo o ramo infinito de r inclui um
nimero infinito de etiquetas de F. Se (s, a;) = true, x nao tem filhos.
Uma computacao finita é de aceitagao.

L,(A) = {w € ¥ | existe uma computagao de aceitagéo r para w}

Exemplo

A= ({aaba C, d}, {50751752},57 S0, {51})
0] a | b | c | d |
So | true | true | sop A (s1V $2) | so
s1 | false | true $1 true
So | true S1 true So

e Determina uma computagao sobre a palavra ccededad . . .

e Determina uma computacao de aceitagao e outra de nao aceitagao para a
palavra cacccce. ..

L O 0o o o o 0



Autématos Alternados de Biichi e Autématos de Biichi

Teorema 17.7 (Equivaléncia ABA e NBA). Uma linguagem € aceite por um
NBA se e s6 se € aceite por um ABA.

=

Dado ABA A = (%, ,5",6,F). Entao A, = (%,2% x 25 {({s°},0)}, 6n, {0} x 27) e
para a € .. Para U # ()

5. (U, V),a) = {(U,V")|3X,Y CS, X satistaz A 1cvd(t,a)
Y satisfaz A ¢evd(t,a),
U=X\FAV' =YU(XNF)}
5.((0,V),0) = {U,V)|3Y Cs,
Y satisfaz A +evd(t,a),
U =Y\FAV' =YNF}
Exercicios

Exercicio 17.1. Considera o autémato alternado de Biichi A = ({a,b, ¢, d}, {so, 51, S2, 83, S4},0, S0, {S4}),
onde

) a b c d
So | S2ANS3 | St AS3 | 81V Sy | Sy
S1 S4 S1 S1 So
S9 S9 Sa S92 S0
S3 S3 S3 S3 S0
S4 S4 S4 Sa S0

Indica palavras wy e wo tal que wy € L(A) e wy & L(A) juntamente com uma
computacao de aceitacao para wi e uma de ndao aceitagcdo para ws. Descreve
informalmente L(A).

&

Satisfazibilidade do LTL

Satisfazibilidade

Dado um modelo T' = (S, — , AP, L) e um caminho 7 = s — ..., define-se
a relagdo de satisfazibilidade = indutivamente por:

1. mE=pssepe L(s1)

2. ™ —psse [

B.ombe Adssenpenk
4. 7 =Xy sse [l...] E ¢



5. mE Uy sse 3i > 0,7fi...] EveVO<j<in[j.]E¢

Um caminho 7w = sps182 - - - tem associado um trago o que é uma palavra infinita
sobre ¥ = 24F:
L(s0)L(s1)L(s2)"--

Vamos ver que o conjunto de caminhos que satisfazem uma férmula sao os aceites
por um autémato sobre palavras infinitas.

LTL e Autématos Alternados de Biichi

Teorema 17.8. Dada uma formula ¢ do LTL podemos construir um autémato
alternado de Biichi A, = (247, S, 0,8, F) tal que |S| = O(|p|) e tal que L, (A,)
€ exactamente o conjunto de caminhos que satisfazem a formula .

e Seja S o conjunto de todas as subférmulas de ¢ e das suas negagoes.

e Seja F' o conjunto de todas as férmulas de S da forma —(¢Uyp)

e Considere-se o dual duma férmula, estendido a negacoes =@ = p e P = —p.
Entéo para A € 24F

O(p,A) =truesepe A

o(p, ) falsesep g A

(e N, A) = 8(p, A) A (4, 4)
(=g, A) =

6(Xep, A) =

3

-

X

s@UM —5(1/}7 A) vV (3(p, A) A @UY)

LTL e Autématos Alternados de Biichi

Seja r uma computacao de A,. Os ramos infinitos a partir de certa altura ou
sao etiquetados por U ou por —(¢Uv) . Temos que

6(=(pUt), A) = 0(h, A) A (0(p, A) V =(Uy))

entdo se um ramo for etiquetado por —(pU) isso garante que Uy nado se
verifica a partir dai (porque ¥ nao é satisfeito). Por isso esses sio estados finais.

Por outro lado para os ramos etiquetados por U nao é garantido que U se
verifique pois nao ha garantia que ¥ va ser satisfeito.

A demonstragdo do teorema segue por inducao na estrutura da férmula ¢, mos-
trando que as palavras 7 aceites por A, sdo os caminhos que satisfazem ¢, i.e

T .

10



Demonstragao. Caso base: se ¢ = true (resp. false) a trasi¢do por qualquer
letra é true (resp. false) e portanto todas as palavras sdo aceites (ndo aceites).
Se ¢ =p (resp. ¢ = ), T = pseesdsep e w[l] (p ¢ w[1]). Uma computagao
em A, é uma palavra com uma sé letra (¢) e é de aceitagdo. Por definicao de
0, existe uma computagdo sobre 7 se e sé se p € w[l]. Caso ¢ = X1). Pela
definicao de Ay, o autémato ¢ idéntico ao de Ay, apenas com mais um estado
(que é o inicial) e é etiquetado por ¢ e uma transi¢ao d(p, A) = ¢ para todas
as letras A. Temos que m = Xy sse 7[l...] = ¢ sse existe uma computacao de
aceitacao 1 de Ay sobre w[l...] sse 7 = ¢ - r1 (drvore com raiz etiquetada por
) é uma computagao de aceitacdo de A, com m. Caso ¢ = 1 A 2. Temos
que ™ = 1 A sse T = Y1 e m |E g sse, por hipdtese de inducdo, existe
uma computagdo de aceitagdo r; de Ay, com 7 para ¢ = 1,2. Seja r; @ ry
a arvore cuja raiz é etiquetada por ¢, os nos sao os de r; e os de ro, sendo
as respectivas raizes nos filhos do né etiquetado por . Temos que 1 & 19 é
uma computagao de A, dado m e qualquer computacao de A, para m pode-se
decompor em ry @ ro. A computacdo r; @ ro é de aceitacdo sse todos os ramos
infniros incluem um numero infinito de etiquetas de estados finais sse todos os
ramos de r; e de r contém um nudmero infinito de etiquetas de estados finais
sse 11 e o sao de aceitagao.

Caso ¢ = 91 Utbe. Suponhamos que 7 = 11Uy, Entdo, i > 0,7[i...] = 1
e V0 < j < i, mj..] E ¢¥1. Mostramos por indugdo em i , que existe uma
computacdo de aceitacdo para m em A,. Se i = 0 entdo 7 |= 1) e existe uma
computagao de aceitacdo r, em Ay, para m. Esta computagdo 72 é também uma
computacao de aceitagao de A, pela definicao de §. Se @ > 0 entdo 7 |= ¢ e
w[l...] E ¥1Uts. Pelas hipdteses de indugdo, existem computacoes de aceitagao
r1 de Ay, para w e ry de A, para m[l...] entdo (1-r9) @7y é uma computagio de
aceitacdo de A, para m. Inversamente, se existe uma computacao de aceitagao
r de A, para 7, r ndo contém nenhum ramo etiquetadi exclusivamente por ¢.
Seja n o nivel maximal dum né etiquetado por ¢. Mostramos por indugao em
n que ™ | . Se n = 0 pela definicdo de § se se substituir ¢ por 1y na raiz
de r obtem-se também uma computagao de aceitagao. Por hipdtese de indugao,
7w = 19 e portanto m = . Se n > 1, pela definigdo de 4,  decompde-se em
r=1-r; ®ry, onde r; é uma computacao de aceitacdo de A, para w[l...] e ry
de Ay, para . Pelas hipSteses de indugao 7 =91 ee w[l...] = ¢, logo 7 = ¢.
Caso ¢ = =(¢1Uthe). Se m = =(¢1Utha), ou Vi, 7[i...] E —1)2 ou existe um j
tal que 7[j...] E —b1 A by e para todos i < j, 7[i...] E 1. No primeiro
caso, por hipétese de indugao, e para todo 4 existe r; computagao de aceitagao
de A_y, para 7[i...]. Podemos construir r da seguinte forma: 1¢-r; e r(1%) = ¢.
E r é de aceitagao. No segundo caso, procede-se por inducao em j. Se j = 0,
7 = —1p1 A —py e por hipétese de indugao existem computagdes de aceitagao r;
em A-y, para m e i = 1,2. Podemos construir uma computagao para A, como
no caso da conjuncao. Se j > 1 constrdi-se uma computacao de aceitagao para
m[l...] e duma computagao de aceitagdo de Ay,. Inversamente se m é aceite
por Ay, seja r uma computacao de aceitacdo para m. Pela definicao de ¢ ou r
tem uma subdrvore r;, computacao de aceitacao de A, ou s6 tem subarvores
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ro (computacao de aceitacao de A-y,). Em ambos os casos, 7 |= ¢. O

LTL e Autématos Alternados de Biichi

Corolario 17.1. Dada uma formula ¢ do LTL pode-se construir um autdomato
de Biichi A, tal que L(Ay) € exactamente o conjunto de caminhos que satisfazem
a formula .

Exercicio 17.2. Para ¢ = Xp, determina o automato alternado de Biichi A,.
Determina a conjunto de caminhos aceites por A,

<&

Exemplo
Seja ¢ = (X—p)Ugq.

Ay = (2D Lo ~p, X=p, ~X=p, —p,p, =¢, ¢}, ¢, 6, {~p})

s | {pat| {p} |{d} 0
© true | p A @ | true | 7p A @
- false | p V —p | false | p V ¢
X=p || —p —p —p —p
—X-p D D p D
—p false false true true
P true true false false
q true false true false
—q false true false true

No estado ¢ se ¢ nao se verifica entdao —p e ¢ tem de se verificar no estado
seguinte. Como ¢ ¢ F, A, terd de chegar a um estado tal que ¢ se verifica.

Podemos estender a fungao de transigao a outras conectivas:
5(Gp, A) = d(p, A) NG
6(Fp,A) = (e, A)VFp

Modelos e Autématos de Biichi

Seja um sistema de transi¢oes (modelo) T' = (S, — , AP, L), para um conjunto
de varidveis proposicionais AP . Um caminho 7 = sgs; ... pode ser visto como
uma sequéncia de subconjuntos de AP.

Dado um modelo T e sg € S, associamos um autémato de Biichi

AM = (ZAPa Sa {So}a 57 S)7

12



tal que s’ € (s, A) sse s — s’ e A= L(s).

Como o conjunto de estados finais coincide com .S, qualquer caminho 7 é uma
computacao de aceitacao e entdao L, (Ar) coincide com o conjunto de caminhos
de T'.

Exercicios

Exercicio 17.3. a) Para ¢ = a U b determina o autémato alternado de Biichi
A-,. Determina o conjunto de caminhos aceites por A-,.

b) Repite a alinea anterior para a formula a A Fb (lembra-te de que Fo =
trueU ).

Exercicios

Exercicio 17.4. Considera o modelo T = (S,—, L) com

o S={q1,92,q3,q4},
o o={q = q2,q1 = qa,q2 = Qa, 43 = 2,43 = G3,q4 —> G},

e eL(q)= {}7L(q2) = {b}vL(’B) = {a},L(q4) = {a» b})

a) Representa (T, q3) por um autdmato ndo deterministico de Biichi A(r,q,).

b) Mostra que existe wma palavra w € L(Aa,qq)) N L(A-(aup)) (ver alinea a) do
exercicio anterior).

¢) O que podes concluir acerca de T,qs = aUb?

<o

Exercicio:

Considera o modelo T' = (S, —, L) com

o S={q1,92,93,q4},
o —={q1 — 2,92 = 92,43 = Q1,93 = 42,43 —> q4,qs = G3},

e eL(q)= {}’L(QQ) = {b}aL((B) = {CL},L(q4) = {aa b})

Representa (7', ¢1) por um autémato nao deterministico de Biichi.
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Algoritmo de Model Checking para o LTL

O problema de verificagao de que um modelo satisfaz uma férmula ¢, M, s, = ¢
reduz-se a saber se
L, (AM) C L, (Aso)

Ou equivalentemente, o
L,(Apm)NLy(Ay) =0

Notar que Ly, (A,) = Ly, (A-y).
O autémato para a interseccao tem |S].290¢D estados.

Logo o model checking pode ser feito em tempo O(|S].2°0¢D). Como a especi-
ficacdo é em geral pequena, este algoritmo é razoavelmente eficiente...
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