Verificagcao de Dedutiva de Programas

1. Célculos de correcgao (Légica de Hoare)

2. Pré-condigoes mais fracas e algoritmos de geracao de condigoes de veri-
ficagao.

3. Geragao de obrigactes de prova

4. Ferramentas para a especificagao, verificagao e certificacdo de programas
imperativos.

Verificagao Automatica de Programas

100

Consideremos o seguinte programa para calcular )~

z <+ 0;

Yy 1

while y! = 101 do
T4 x+y,
y—y+L

100

e Como podemos provar que este programa termina com z =) =, m.

e Correr o programa seguindo a sua semantica operacional é uma opcao.

e Mas o que acontece se mudarmos a condi¢ao do while, para y!=c, para
um determinado c inicializado no programa?

e Correr o programa, para sucessivos valores de ¢ nao é opgao.

Verificagcao de Programas considerando Sistemas dedutivos

e Dado um programa e uma especificagao, verificar se o primeiro satisfaz a
segunda (sem executar o programall).

e Vamos considerar Ligicas de Floyd-Hoare (1970s) em que as especificagdes
sao baseadas em pré e pds-condigoes:

Uma férmula é uma assercao de que se uma pré-condicao se
verifica antes da execucdo do programa, entdao a pos-condicao
terd de se verificar apds a sua execugao.

Exemplo

z + 0;
y 1

Require: {z =0Ay =1}
while y! = 101 do



T T+
y<—y+1

Ensure: {z =" n

Uma linguagem imperativa simples - While
Categorias sintacticas

e Num inteiros, n

e Bool valores de verdade, true e false
e Var variaveis, x

e Aexp expressoes aritméticas, F

e Bexp expressoes Booleanas, B

e Com comandos, C

BNFs (bésicas)

Para n em Num e x em Var

E = n|z|E+E|E-E|ExE
B = truelfalse | E=FE|E<FE|'B|B A B
C == skip|a <+ E|C; C|if B then C else C |while Bdo C

Semantica Informal

As expressoes denotam valores (inteiros ou booleanos). Para a avaliagio duma
expressao é necessario saber o valor das varidveis.

Um estado s é uma funcao que associa a cada varidvel um valor.

Neste caso, conjunto de estados pode ser visto como o conjunto de funcoes de
Var — Z.

Os comandos sao avaliados num estado e podem alterar o estado.
A semantica de um programa é o estado em que termina.

A semantica de cada comando é a habitual...

Correccao Parcial e Total

Pretende-se agora verificar que um programa tem determinadas propriedades e
nao tanto o significado do programa.

Em particular, propriedades de correccao parcial :



Se no estado s se verifica @, se depois de se executar o programa
C o estado for s’ entdo verifica-se ©', caso o programa termine.

corregao parcial + terminacao = correcgao total

Dada a indecidibilidade da terminacao genérica de programas as propriedades
de correcdo parcial sao muito importantes na verificacao formal de software.

Assergoes - Triplos de Hoare

As propriedades de correcao parcial de programas sao assergoes da forma:

{prC{v}

onde C' é um comando e ¢ e ¥ sao predicados duma légica de primeira ordem.O
predicado ¢ é uma pré-condi¢ao e 1 é uma pds-condicao. Informalmente a
assercao ¢é valida se:

e se o se verifica no estado inicial
e se a execugao de C termina num estado s’

e entao 1) verifica-se no estado s’

Exemplos

{r =1}x < x+ 1{zx = 2} esta assergdo é verdadeira

{r =1}y <+ x{y =1} esta asser¢ao é verdadeira

{z =1}y + x{y = 2} esta asser¢ao é falsa

{r=20 Ny=wolr = xixeyiyer{z =y A y=umo}
As variaveis zq e yg sao chamadas varidveis logicas.
{true}C{t} se C terminar ¢ verifica-se

{@}C{true} é sempre verdadeira para qualquer C e .

Exemplo

x < 0;
y< 1L
Require: {z =0Ay =1}
while y! = 101 do
T =T+
y<—y+1L

Ensure: {z =" n

e Pretende-se inferir que = = Ziﬁil m sabendo que antes do ciclo while

tinhamos y =0e x = 1.



e E ficil ver que no fim do ciclo y = 101, mas queremos o valor de x!
e Temos que construir um wnwvariante do ciclo:

e No inicio de cada iteracao temos que

r=14+2+3+-+(y—1)

Linguagem das Condigoes

Numa assercgéo, {p}C{1}, ¢, ¥ sdo f6rmulas @, 1, ... duma linguagem de 16gica
de primeira ordem para a aritmética, ou seja:

e constantes 0 e 1 (os inteiros decimais sdo abreviaturas)

e com sfimbolos funcionais —,+, — e x (para termos)

com simbolos de predicado <, = (para predicados)

os habituais simbolos 16gicos: operadores e quantificadores (onde os quan-
tificadores s6 ligam as chamadas varidveis 16gicas)

Sao interpretadas nos naturais numa estrutura N = (N ,-) e os estados s, cor-
respondem a atribuigoes de valores as varidveis.

Se N = ¢, dizemos que s satifaz ¢, i.e., s = .
Por exemplo, se s(z) = =2, s(y) =5, s(z) = —1,
s = (x4 y < z) verifica-se

s |y —x X z < z ndo se verifica

Correcgao parcial

Um triplo {¢}C{w} é satisfeito para a correcgao parcial se para todos os estados
que satisfazem ¢, o estado que resulta de executar C satisfaz 1, desde que C
termine,

Fpar {#}C{¥}.
Nota que

while true do
x <+ 0;

satisfaz todas as assergoes.



Correccao total

Um triplo {p}C{v} é satisfeito para a correcgao total se para todos os estados
que satisfazem ¢, é garantido que C' termina e que o estado resultante satisfaz

v,

Ftot {p}C{Y}
Neste caso
while true do

x <+ 0;

nao se verifica para nenhuma assergao.

Sistema dedutivo (cdlculo) para a correcgao parcial

e Um sistema dedutivo é constituido por um conjunto de axiomas e um
conjunto de regras de inferéncia.

e Uma derivagio (demonstragao) é uma sequéncia finita de aplicagoes das
regras e dos axiomas.

e Se uma assergao {¢}C{w} for derivada pelo calculus de correc¢ao parcial
dizemos que

Fpar @C{9}
é walido.
e O célculo é integro se:

Fpar {¢}C{1¢} implica que =par {0}C{1}.

Sistema dedutivo para a correcgao parcial

Logica de Hoare

[skipp ]
{o} skip{p}
[assy ]
{plE/z]}x « E{p}
[compy ]

{¢} C1{n} {n} Co{v}
{¢} C1; Ca {9}

onde p[E/x] é a férmula que se obtem substituindo z por E.




Sistema dedutivo (calculus) para a corregdo parcial

Légica de Hoare (cont.)

[ifp ]
fo A BYCi{g}  {p A 2B} Co {9}

{¢} if BthenC else Cy {¢}

[while, ]
{ A BYC{y}
{¢}while BdoC'{¢p A —~B}
A 9 chama-se o invariante de ciclo
[cons), ]
Fo' = {p}C{y} P =9
{¥'C{y’}

Exemplos

Exemplo 19.1. Mostrar que t-pqr {true}z <— z;2z < z + y;u <+ z{u =z + y}

{z+y=z+y}z—2+y{z=c+y)} {z=a+y}u z{u=2+y)}
compyp

{zty==2+tylz—a{z+y=a+y} {z+y=2+ylz 2+ y;u+ z{u=2a+y}

{z+y=z+ylzzi2z 24+y;u+ z{u=x+y}

compp

consp
{true}z < z;z + z+ y;u + z{u =a + y}

Exemplos
Exercicio 19.1. Deduzir as sequintes asserc¢oes
o {r=1}x+x+1{z =2}

e {z=1}y+x{y=1}

e {r=wpAy=yo}r x;xyiyr{z =y Ay =10}



Calculo para a correcgao parcial - Exemplos

Exercicio 19.2. Mostrar que
Fo{ez—r+yxglrr—yqg—qg+1{zr+(yxqg}

o

Exercicio 19.3. Mostrar que

b, {true}z <~ 2 +1;if 2 — 1 = Otheny + lelsey + z{y =2 + 1}



