Légica LTL
Aula 11

1 Nocao de Tempo

Tempo

Linear: O tempo é um conjunto de caminhos, onde um caminho é uma sequéncia
de estados.
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Ramificado: O tempo é representado em arvore com raiz no momento presente.
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Arvore Infinita de Computacao
Caminho (de Computacao)
T = (S,Act, — ,AP,I,L) um sistema de transi¢gdo, um caminho é uma
sequéncia infinita de estados si,s2,83,... em S, tal que para todo ¢ > 1,

s; € Pre(siy1)-

O conjunto de caminhos a partir dum estado s pode ser visto como uma arvore
infinita de computagao.
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Légicas Temporais

e Sao extensoes da logica proposicional e da logica de primeira ordem

e Usam modalidades para referir o comportamento das execugoes dos siste-
mas reactivos

e a logica temporal linear (LTL) permite a quantificagdo ao longo de um
caminho.

e A légica CTL (Computation Tree Logic) permite quantificacdo (existen-
cial) sobre os caminhos dessa arvore.

2 Logica Temporal Linear, LTL

Logica Temporal Linear, LTL

AP, conjunto de varidveis proposicionais p, q,r, s, . ..

o u= false|true | p|(=p) [ (e A@) [ (V)| (p—p)|
(Xp) | (Fp) | (Gp) | (¢Up) | (¢We) | (pRep)

Xy ¢ verifica-se no estado seguinte (neXt) (ou Q)

Fo ¢ verifica-se nalgum estado futuro (ou Gy, eventually)



Gy ¢ verifica-se em todos os estados (ou Oy, sempre )
©Uy ¢ verifica-se até ¢ se verificar (Until)
©W1 o verifica-se até ¢ se verificar ou sempre (Weak until)

@R 1) verifica-se até ¢ se verificar (inclusivé!) ou sempre (Release)

Légica Temporal Linear, LTL

(((Fp) A (Gp)) = (pWr))
((G(Fp)) — (F(q Vp)))
(pW (gWr))

Convensao de prioridades (omissdo de paréntesis)

e As conectivas undrias (—, X, F,G) tém prioridade mais alta
e Depois as conectivas U, W e R.
e Depois as conectivas A e V.

e Depois a conectiva —.

FpAGp — pWr
GFp — F(q V p)
pW(gWr)

Semantica do LTL
OéeX;0éFelléeG



a arbitrary arbitrary ary arbitrary
atomic prop. a (_% ——O ) @,

arbitrary a arbitrary arbitrary

bit
next step Oa () () Y " O

a A —b a A —b a A —b b arbitrary
until aUb O () -
i i - a arbitrary
eventually ¢a () —~() ) o)
a a a a a
always o (O)— ) ) O
GF e FG

o GFy significa um numero infinito de vezes

o FGy significa a partir de um certo momento, para sempre

Exemplos

e Exclusao mutua (seguranga): {AgA1As... | {c1,c2} € A;, i > 0,4; C
AP}
G(“Cl \Y —|02)

e P, acede & seccao critica um n.i.d.v (vivacidade/liveness):

{AoA1As. . | (3 j.cre A)A(T g co € Aj)}

GFCl A GF62
e starvation freedom (vivacidade):
. o . © .
{AOA1A2 | Vi € {1,2},(3 7. w; € A]) — (EI J.¢ € AJ)}

(Gle — GFCl) A (GF’U}Q — GFCQ)



Semantica do LTL

Seja T = (S, Act, — ,I, AP, L) e um trago

U:AoAlAQ...,

A propriedade LT induzida por ¢ é

Words(p) ={ o€ 2V |ol=p }

onde a relagao de satisfabilidade o |= ¢ define-se indutivamente por:

Satisfazibilidade
1. o [ true
2. o [~ false
3. o =pssepe Ap (ousenm=sg... um caminho, p € L(Sy))
4. o= —psse o~
5. cEeAYssecEpeoEY
6. cEpVyYsseolEpouo =y
7. 0 |E v — 1 sse sempre que ¢ = ¢ entdo o = ¢
8. o =Xpsseo[l..]E¢p
9. c EGpsseVi>0,0[i..] =¢
10. o EFpsse 3i > 0,0fi...] =
11. c E Uy sse i > 0,0fi... ] EvveVO<j<i,oj...|E¢e
12. 0 E oWt sse ou Ji > 0,0[i...] F v eV0 < j < i 0fj..
Vk>0,0k..]E¢
13. 0 E ¢Re sse ou Fi > 0,0fi...] F ¢ e VO < j < i, 0[j

VE>0,0lk..] =1

E também...
. a'zGF(psseoETj.o[j...] Eop

o a):FG(psseovoj.a[j...]):gp

onde

Fi=vE>03 >k

¥ j = 3ko > 0¥j > ko

ot

] E ¢ou

...] E ¥ ou



Tracgos (revisao)

o T = (S, Act, — ,I, AP, L) sistema de transi¢oes

P = So ﬂ) S1 % Sg -
™ = 85081S82...
trace(wr) = L(so)L(s1)L(s2)...

IT conjunto de caminhos, trace(Il) = {trace(w) | = € I}.
o trace(s) = {trace(m) | s = first(m)}

e Traces(s) = trace(Paths(s))

Traces(T) = |J,c; Traces(s)

Seméantica do LTL para caminhos, estados e sistemas

Seja T = (S, Act, — ,I, AP, L), 7 um fragmento de caminho infinito e s € S.

o 7 = ¢ sse trace(m) E ¢

e s |= ¢ sse para todos os caminhos de computagdo 7 comegando em s, se
tem 7 = ¢, i.e.
Vr € Paths(s), 7 = ¢.

o T satisfaz ¢ sse Traces(T) C Words(p), ou seja, sse

s0 | ¢, Vso € 1.

Semantica do LTL

Exercicio 11.1. Considera o sistema T = (S = {s9, $1,82},{s0 — 51,80 —
82,81 — 82,81 — 80,82 — sa}, L(so) = {p,q}, L(s1) = {q,7}, L(s2) =

{r})-
@ 50
\ S2

1

Determina quais destas relagoes sao verdadeiras:

1. so EpAg



s0 | Xr

S0 [= X(a A )

s0 = G=(pAr)
so = GFp

so = GFp — GFr

S cv e
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Algumas especificacoes préaticas (padroes)

Supoe que ass varidveis proposicionais correspondem a estados de uma sistema
reactivo real.

e Nao é possivel chegar a um estado em que started se verifica e ready nao
se verifica: G—(started A —ready)

e Para qualquer estado, se request se verifica, entao no futuro também se
ird verificar ack: G(request — Fack)

e Um processo ¢ activado (enabled) um numero infinito de vezes em todos
os caminhos de computacao: GFenabled

e Um processo ira ficar permanentemente em deadlock: FGdeadlock



e Se um processo é activado (enabled) um ndmero infinito de vezes, entao
ele executa (run) um niimero infinito de vezes: GFenabled — GFrun

e Para todos os estados, existe uma caminho para um estado que satisfaz
restart: Nao se pode exprimir em LTL!

Em LTL nao se pode exprimir a existéncia de um caminho de um estado com
uma dada propriedade.

Exercicio 11.2. Considera o sistema M = (S = {q1, 42,93, 94}, {q1 = ¢2,G2 —
42,93 — 91,93 — 42,93 — 44,94 — g3}, L(q1) = {},L(q2) = {b},L(qz) =
{CL}, L(q4) = {CL, b})

Para cada uma das formulas segquintes:

a) Ga;

b) aUb;

c) aUX (a A —b);

d) X-bA G(—\a V ﬂb);

e) X(aAb)AF(—aA-b);

e encontra um caminho a partir do estado q3 que satisfaz p;

e determina se g3 = .

3 Especificagoes
Equivaléncia semantica

Equivaléncia de férmulas

Duas férmulas em LTL sao semanticamente equivalentes, 1 = ¢a, sse Words(y1) =
Words(p2)

Exercicio

Mostra que
Fleviy) = FovFy
F(oAy) # FoAFy
GleAY) = GpAGY
GlpVy) # GpVGy



Equivaléncia semantica

Teorema 11.1. Temos as sequintes equivaléncias:

(o A1p)
—(p V)
—\G@

~(pUy) = ~oR—
Se o [~ Ut entdo

e ouVi,ofi..] =

e oudi>0,0fi..]FpeV0<j<iofj...

e isto é 0 = @R

Mais equivaléncias

Fe
Gy
eUy
Wy
oW
eRy
eUy
Fe
Gy

oV -
A

R
—p Uy
(Xop) U(X¥)
FoV Fi
Go A Gip

trueUp

falseRyp

eWip AFy

pUy VvV Gy

YR(p V1)
YW(p A7)

YV (e AX(pUy))
pV XFp

o AN XGyp

Exercicio 11.3. Mostra as equivaléncias anteriores. ¢



Conjuntos completos de conectivas

Um conjunto de conectivas é completo se as restantes se podem obter em termos
dos seus elementos

Teorema 11.2. Considerando as conectivas temporais, 0s sequintes conjuntos
sao completos: {U, X}, {R, X} e {W, X}.

Exercicio 11.4. Mostre que {U, X} € completo para LTL. <

Exercicios

Exercicio 11.5. Demonstra a veracidade ou falsidade das afirmagoes sequintes
com uma prova ou um contra-exemplo.

a) Gle V) =Glp) vV GE([Y)
b) G(p NY) = Glp) ANG(P)

Exercicio 11.6. Indica uma férmula em LTL que é semanticamente equivalente
a
=G(c1 = e W(=er A -1 Wes))

mas nao utiliza a conectiva W. o

Tsem

(w1, wa, 2 =1 (G, uz x=2)

[((1. wo,x = 1)] u| rz T = 2/




Especificagao das propriedades em LTL

Considera os sistemas para a exclusdo mutua Tse,, (com seméforo) e Tpe; (de
Peterson). E as propriedades

de Seguranca J4 vimos que Tsem = G—(c1 A ¢2)
de Vivacidade T, = G(w1 — Feyp), mas Tper = G(wi — Fer)

Non-blocking Cada estado em que n; se verifica existe um sucessor tal que w;
se verifica. Nao se pode exprimir em LTL.

Not strict sequencing FExiste um caminho com dois estados que satisfazem
c1, tal que nenhum estado entre eles verifica cy. Isto nao se pode exprimir
directamente em LTL. Mas, usando o complementar: Todos os caminhos
com um periodo em que c; é satisfeito,mas que termina, nao podem ter
c1 antes de ter co:

G(Cl — 01W(_|Cl AN _\61WCQ))

Complementando temos a propriedade pretendida, e que se verifica em
Tsem. Porqué?

Especificagoes de Propriedades

e Ocorréncia: existéncia ou nao de certos estados numa dada regiao

— Auséncia

Universalidade
— Existéncia
— Existéncia limitada

e Ordem: relaciona pares de estados numa dada regiao

— Precedéncia

— Sequéncia (*)

Regioes
e Global
e Antes de r
e Depois de q

e Entreqger

Depois de q até r

11



Global

BN
Befare R _ g
et

After Q

Betwern QaniR  ogg— OIS SIS

After Q until R —

Especificagoes em LTL

Auséncia/Universalidade

ep /[ p
Global
Antes de r
Depois de ¢
Entre g e r
Depois de ¢ até r

Existéncia
p passa a ser verdade
Global
Antes de r
Depois de ¢
Entre g e r
Depois de ¢ até r

Gy

Fr — oUr

G(g = Gy)

G((gA—r AFr) = (pUr))
G(g A —r— (pWr))

Ep

-rW(p A =)

G(=g) VF(g A Fp)
GgA=r = (-rW(p—r)))
G(gA—r = (—rU(p A —r))

Especificagoes em LTL

Existéncia limitada

Ex:transicoes para estados com p ocorrem no mdximo 2 vezes

Global
Antes de r

Depois de ¢
Entre ger

Depois de ¢ até r

—pW(pW(=pW (pWG-p)))

Fr— ((-pA-r)U(rV ((pA-r)U

(rVv (—pA-r)U(rV ((pA-r)

U(r v (=pUn))))))))

Fg — (—=qU(g A =pW(pW (-pW (pWG—p)))
G((gA=r) = ((=pA=7)U(r vV ((p A -1)U
(rv (=pA-r)UrV((pA-r)

U(r v (=pUr)))))))))

G(g = ((=pA—7)U (T V((pA-r)U

(rv (=pA-r)U(rV ((pA-r)

U(r v (=pWr) v Gp))))))))

12



Especificagoes em LTL

Precedéncia
s precede p
Global —pWs
Antes de r Fr — (=pU(s V1))
Depois de g G(—q) VF(g A (—pWs))
Entre g e r G((gN—rAFr) = (-pU(sVr)))

Depois de g até r G(gN—r = (—-pW(sVT1)))

Justeza baseada em acgoes
e Dado T = (S, Act, — ,AP,I, L)
Act(s) = {a € Act | Is' € S.s =5 '}, acdes executédveis em s

Seja A C Act

o a1
e p=58) — S1 —> ...,

e p é incondicionalmente A-justo se

oo

3 j.Oéj € A.

p € fortemente A-justo se

o . 0 .

(3 j. Act(sj)NA#0D) =3 j.oj € A
e p é fracamente A-justo se

o . o .
(V j.Act(sj)NA#0D) =3 j.oj € A
e onde ‘o; 7 significa todos j excepto um ntimero finito.

Restricoes de Fairness/Justeza em LTL

Sejam ® e ¢ duas férmulas proposicionais sobre AP. Uma restrigdo de justeza

e incondicional é da forma GF® (ufair)
o forte é da forma GF® — GFU (sfair)
e fraca é da forma FG® — GFU (wfair)
uma assumcao de justeza é uma conjuncao de restrigoes de justeza

fair =ufair A sfair ANwfair

13



Satisfazibilidade para LTL com Fairness

FairPaths(s) = {m € Paths(s)|n = fair}
FairTraces(s) = {trace(m) |€ FairPaths(s)}

® S =rqir ¢ sse Vm € FairPaths(s),n = ¢

o T =rair ¢ sse Vsg € 1.50 =pair @

Exclusao mutua com arbitro aleatorio

O arbitro decide quem entra na regiao critica langando uma moeda ao ar, cujo
resultado é simulado pelas agoes heads (cara) e tails (coroa).

|

[noncrity (unlock) [noncrity)
reqy reqy
/ . / \ ]
rel{ [ waity | ) rel rel| waity |
heads (tails \
entery T enters
(Lcrity | lock ’rmr‘rz crity )

enter)

Tem-se que T1||Arbiter||Tz = GFeq. Porqué?

Agora se fair = GFheads N\ GFtails

e entdo terfamos T4 ||Arbiter||Ty =fair GFer.

em geral T =yq,r ¢ sse T = (fair — ¢) (Proval)
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