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Aula 15

Algoritmos de model checking

A semantica dada para o CTL e o LTL, permite decidir se

s0 = ¢

Mas é conveniente ter algoritmos de decisao.

Normalmente, dado M e ¢ os algoritmos determinam o conjunto de estados que
satisfazem @

Depois basta ver se sy estd nesse conjunto.

Model checking para o CTL

Vamos apenas considerar um conjunto completo de conectivas,

{false, -, A ,AF,EU, EX}

EGp = —-AF-p
EFp = E[-falseUgy]
AGy = —EF-p = -E[-falseU-y]
AXp = —-EX-¢p
AlpUg] = ~(E[-9U(~¢ A ~9)]) A AFY

sendo que no LTL

Uy = =(9pU(-p A=) ANFy

Model checking para o CTL — algoritmo de etiquetagem

[Clarke and Emerson 1981, 2007 Turing Award]

Dados: um sistema de transi¢ées 7' = (5, Act, — , AP,I, L) e uma férmula
CTL ¢

Saida: Sat(p), i.e. conjunto de estados de T que satisfazem ¢,
Temos que T = ¢ sse I C Sat(y).

O algoritmo etiqueta cada estado de T com as subférmulas de ¢ que sao satis-
feitas nesse estado, comecando das mais pequenas até ¢. O algoritmo procede
por inducao na estrutura de . Supondo que ¥ é uma subférmula de ¢ cu-
jas subférmulas imediatas ja etiquetam todos os estados em que sao satisfeitas,
determina-se por andlise de casos os estados que tém 1) na etiqueta.



Etiquetagem

for i <|¢| do
for ¢ € Sub(p) com i = || do
Calcular Sat(v))

if T C Sat(y) then return true
return false

onde Sub(yp) é o conjunto de todas as subférmulas de .

Bastard percorrer a arvore sintéctica de ¢ comegando com as folhas. Para cada
1 podemos associar uma nova varidvel proposicional a, e para cada estado s
tal que s € Sat(y) podemos supor que acrescentamos a, a L(s).
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Por exemplo U” pode ser substituido por aj, tal que a1 € L(s) se s6 se s €
Sat(¥") e depois seria necessario calcular Sat(E[bUay]).

Model checking para o CTL — algoritmo de etiquetagem
Se 1 é

false Nao etiqueta nenhum estado
p etiquetar os estados s tal que p € L(s)
1 N o etiquetar os estados s que estejam etiquetados com 17 e 1o

—)y etiquetar os estados s que nao estejam etiquetados com



A etiquetagem é baseada nas seguintes equivaléncias:

AGp = ¢ N AXAGyp

EGy = ¢ N EXEGyp

AFp = ¢ v AXAFp

EFp = ¢ VvV EXEFp
AlpUy] = ¥V (pANAXA[pUY))
ElpUy] = ¢V (¢ AEXE[pUy))

Model checking para o CTL — algoritmo de etiquetagem

AFyn e Se existe s que estd etiquetado com 1 entao etiquetd-lo com AF1),.

e Repetir: Se todos os sucessores de um estado estiverem etiquetados
com AF1)q, etiquetar esse estado. Até nao haver alteracao.

» G (0

AFp=¢ VvV AXAFp
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E(y1Uto) e Se existe s que estd etiquetado com 5 entdo etiquetd-lo com
E(1Uta).

e Repetir: Etiquetar um estado com E(; Utq) se estd etiquetado com

11 e se pelo menos um dos seus sucessores estd etiquetado com

E(¢1Utg). Até ndo haver alteracao.
P1
» -

E[1Utha] =92 V (1 A EXE[p Ughg))
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EX1); etiquetar com EXw; um estado se pelo menos um dos seus sucessores
estiver etiquetado com ).

Model checking para o CTL — algoritmo de etiquetagem

Exercicio 15.1. Considere o modelo T = ({qo,q1,492,93},{% — @1,90 —
4.1 = @, Q1 — 2,42 = qo,q2 — G3,93 — 4o}, L(q0) = {p, ¢}, L(q1) =
{r}, L(g2) = {p, t}, L(gs) = {q,7}).

Determine os estados s tal que qo = ¢ para

a) p = AFq,

b) p=EXEXr e

c) o =AG(EF(pVvr)).

o

Model checking para o CTL — algoritmo de etiquetagem
Exemplo2: so = E(—c2Ucy)?



Model checking para o CTL — algoritmo de etiquetagem

O algoritmo tem complexidade O(f-V-(V+E)), onde f é o ntimero de conectivas
da férmula, V' o nimero de estados e E o ntiimero de transigoes.

Pode ser mais eficiente se se considerarem mais conectivas, p.e. EG.

EGy e Etiquetar todos os estados com EG.
e Se um estado s nao tiver a etiqueta 1, apagar a etiqueta EGa.

e Repetir: apagar a etiqueta EGvy se nenhum dos sucessores do estado
tiver a etiqueta EGt. Até nao haver mudanca.

e EGy = ¢ A EXEGY)

Equivale ter “AF—

Pseudo-cédigo para o algoritmo dado ¢ e T

function SAT (y)
begin
case

@ is true : return S
¢ is false : return ()
¢ is atomic: return {s € S| ¢ € L(s)}
@ is —p1 : return S — SAT (1)
© 18 1 A g : return SAT (¢1) N SAT (v2)
@ 18 1 V g : return SAT (¢1) U SAT (v2)
© is p1 = o : return SAT (—g V @3)
v is AX¢p; : return SAT (-EX—p1)
¢ is EX¢1 : return SATgx (1)
¢ is Alp1U psg] : return SAT(—(E[—p2U(—p1 A —p2)] V EG—gps9))
¢ is E[p1Uys] : return SATgy(v1, p2)



v is EFy : return SAT (E(trueUy1))
¢ is EGyp; : return SAT(—AF—¢1)
¢ is AF@; : return SATyr (1)
p is AGy; : return SAT (WEF-yp;)
end case
end function

Pseudo-cédigo para o algoritmo

Dado um conjunto de estados Y, a funcdo pres(Y) (prey(Y) ) determina os
estados de que se pode (ou s6 se pode) chegar a Y

preg(Y) = {seS|3s's — s As' €Y}
{s € S| Post(s)NY # (0}
{s€eS|Vs'(s — &)= €Y)}
= {se S| Post(s) CY}

prey(Y)

function SATgx ()
local var X,Y

begin
X :=SAT (p);
Y := preg(X);
return Y
end

Pseudo-cédigo para o algoritmo

function SAT,r ()
local var X,Y
begin
X :=5;
Y :=SAT (p);
repeat until X =Y
begin
X =Y,
Y :=Y Uprey(Y)
end
return Y
end

Pseudo-cédigo para o algoritmo



function SATgy (v, ¥)
/* determina os estados que satisfazem E[pU ] */
local var W, XY
begin
W := SAT (p);
X =5,
Y :=SAT (¢);
repeat until X =Y
begin
X :=Y;
Y =Y U(WnNpreg(Y))
end
return Y
end

Pseudo-cédigo para o algoritmo

function SATgG (¢)
/* determines the set of states satisfying EG ¢ */
local var X,Y

begin
Y :=SAT (p);
X =0
repeat until X =Y
begin
X =Y,
Y ;=Y Nnpreg(Y)
end
return Y
end

Fungoes mondtonas

Pontos Fixos
Seja S um conjunto de estados e F': P(S) — P(S)

1. F é monétona sse X C Y entdo F(X) C F(Y)

2. X C S é ponto fizo sse F(X) =X

Exercicio 15.2. Sendo S = {s¢,s1} ¢ F(Y) = Y U {so} mostrar que F é
mondtona e determinar os pontos fixos.



Correcao e Terminacao do Algoritmo

Para provar que o algoritmo de etiquetagem é correcto e termina:

e Provar que cada fungdo recursiva é monétona em (P(S), C).

¢ O ponto fixo méximo (ou minimo) ¢ atingido e é a seméantica pretendida.

Teorema 15.1 (Knaster-Tarski). Se S é um conjunto com n + 1 elementos e
F : P(S) = P(S) é mondtona, entio F" () € o ponto fixzo minimo de F e
F"+1(8) € o ponto firo mdzimo de F.

Teorema de Knaster-Tarski

Demonstragio. Como () C F(0) entdo também F() C F(F(0)) e por indugdo
podemos mostrar que

0 C F(0) C F(F(0) C--- € F'(0))

para qualquer ¢ > 1. Para i = n+ 1 vamos mostrar que existe 0 < k < n+1 tal
que F*(0)) é um ponto fixo de F. Por contradicio suponhamos que nio. Entao,
F(0) tem pelo menos 1 elemento (sendo seria igual a ), F2(()) 2 elementos,
etc, e F"T2() teria n + 2 elementos o que é absurdo. Logo conclufmos que em
particular F"*1(()) é um ponto fixo. Agora suponhamos que F(X) = X temos
de mostrar que F" ™) C X. Como ) C X temos F(P) C F(X) = X. Mas
repetindo temos F2(0) C F(X) =X, ..., F"t()) C X. O

Correcao e Terminagao do Algoritmo

Para demonstrar a correcao de SAT temos:

1. A semantica de EG, AF e EU pode ser expressa em termos de pontos fixos
méximos ou minimos de fungdes em P(S),

2. Estes pontos fixos sao calculdveis

3. SATgg, SAT,r e SATgy codificam o cdlculo destes pontos fixos (o primeiro
méximo, e os outros minimos).

Correcao e Terminacgao do Algoritmo

Seja Sat(p) C S o conjunto de estados que satisfaz .
Os caso base (false, true, p) sdo calculados directamente.

Para a negacao e disjuncao ¢é calculado o conjunto usando o complemento e a
uniao respectivamente:

Sat(—p) = S\ Sat(p)



Sat(p1 V @2) = Sat(p1) U Sat(ps).
E para EX vem:
Sat(EX¢g) = pres(Sat(p))

Correcao e Terminacao do Algoritmo

Para as restantes conectivas temporais temos:

o Sat(EGy) = Sat(p) N pres(Sat(EGy))
e Sat(E[pUy]) = Sat(y) U (Sat(p) N presSat(E[eU]))
e Sat(AFp) = Sat(p) U prey(Sat(AFy))

Para SATgq, SATgyU, e SATar basta associar a respectiva funcao, provar a sua
monotonia e mostrar que o ponto fixo maximo (minimos) é a seméantica preten-

dida.
Correcao de EGyp
Teorema 15.2. Seja F(X) = Sat(p) Npres(X) e S com n + 1 elementos.
Entio F"1(S) = Sat(EGy).
1. F é mondtona: se X CY entdo pre3(X) C preg(Y)
2. Sat(EGy) é um ponto fixo de F' (por construcao)
3. Sat(EGy) ponto fixo méximo de F

e Provar que se F(X) = X entdao X C Sat(EGy)
o Se sgp € X = F(X) = Sat(p) Npre3(X) entdo existe s; € Post(sy) e

s1€X

e mas entdo s; € X = F(X) = Sat(¢)Npres(X) e existe so € Post(sy)
esp X

e iterando temos T =s9 —> §1 — S — --- tal que s; € Sat(p).

Logo s € Sat(EGy)
4. F"TY(S) = Sat(EGyp) pelo teorema de Knaster-Tarski.

Correcao de EUyp
Sat(ElpUy]) = Sat(y) U (Sat(p) N preaSat(E[pUy]))

Teorema 15.3. Seja G(X) = Sat(y) U (Sat(e) Npre3(X)) e S com n + 1
elementos. Entao G"T(0) = Sat(E[p Ui]).



1. G é mondtona: se X CY entdo pres(X) C pres(Y)
2. Sat(E[@Uy]) ponto fixo minimo de G

o se so € Sat(E[eUy)]) entdo existe m € Paths(sp), existe i > 0 7[i] |=
W, e para 0 < j < 7[j] = .

e Temos que G() = Sat(y)). Logo G(0) C Sat(E[¢U4)]) (considerando
os sp com i = 0).

o G%(0) = Sat(y)) U (Sat(p) Npres(Sat(v))) C Sat(E[pUv]) conside-
rando 7 < 1.

e por indugdo em k, temos G**1(0)) C Sat(E[pU]), considerando os
sg com i < k.

e Logo Sat(E[pUt]) = Ug>oG* (M), mas como G"*1() é um ponto fixo
temos o resultado.

Exercicio 15.3. Determina a fun¢ao associada a AFp e mostra a sua corre¢ao.
o

Exercicio 15.4. Conclui que SATgq, SATgy, e SAT op estao correctas. ©

10



