1 BDDs: diagramas de decisao binarios

Verificagdo por modelos simbdlica (Symbolic model checking)

e Os estados dum sistema de transigoes correspondem a possiveis valores de
variaveis e o seu numero é geralmente exponencial no niimero de varidveis.

e O algoritmo de etiquetagem usa intensivamente conjuntos de estados em
em particular o calculo dos sucessores e predecessores de um estado.

e Uma das maneiras eficientes de representar os conjuntos de estados é con-
siderar codificagbes em bindrio que correspondem a fungoes Booleanas

e e representd-las usando OBDDs (ordered binary decision diagrams).

OBDDs:ordered binary decision diagrams

e Os OBDDs servem para representar fungoes Booleanas.

f:A0,1}" = {0,1}
e Operagoes Booleanas:

conjuncao f-gou fAg
disjungao f+gou fVyg

complemento f ou —f

e Uma fungdo Booleana f de m varidveis pode ser representada por uma
tabela com 2" linhas.

e Também pode ser representada por féormulas da légica, mas também é
ineficiente.

Funcoes Booleanas e BDDs

BDD: Binary decision diagrams

Uma funcao booleana pode ser representada por um digrafo aciclico com raiz
que é constituido por:

e nds de decisao (internos)
e apenas dois nés terminais: 0 e 1.

e cada né de decisao é etiquetado por uma varidvel proposicional e tem
dois filhos: cujos arcos (tracejado e sélido) correspondem as possiveis
atribuigoes de valores as varidveis (0 e 1).



Funcao boolenana

Arvore de decisao

—_—t =S 00 0O -
== 00==00|N
-0 =0 =0 —=0lWw
== 00=0CO=™

BDD

BDDs reduzidos

Um BDD é reduzido se os subgrafos isomorfos estao identificados e nao tem nos
cujos filhos sao isomorfos:

R1 Testes redundantes: ambos os arcos de um né n tém o mesmo né destino;
n pode ser eliminado.

R2 Nés de decisao redundantes: se sao raizes de subBDDs estruturalmente
idénticos; um deles pode ser eliminado. Isto garante também apenas dois
nés folha.

Redugao de BDDs



Eficiéncia da representacao com BDDs

e Representacao compacta

e Safisfazibilidade: determinar se ha um caminho consistente desde a raiz
que termine em 1. Um caminho é consistente se ao longo dele duma mesma
variavel que sé saem arcos tracejados ou sé arcos sélidos.

e Validade: nenhum né terminal 0 é atingido por caminhos consistentes.

e Conjuncao: dados By e By representando duas funcoes booleanas f e g,
construir um BDD para f - g tal que cada né 1 de By é substituido por
B,.

e Disjuncao: como o anterior, mas substituindo todos os nés 0 de By por
B, (BDD para f + g)

e Complemento: By ¢ obtido de By, substituindo os nés terminais 0 por 1

e vice-versa.

By, B1, B, e complemento

B; é andlogo a By mas com um 1

o

Mostra que o terceiro corresponde a fi(z,y) = x V y e calcula BDDs para
f@y) =—(zVy)e falz,y) =z Ay



1.1 BDDs ordenados

OBDD: Ordered Binary Decision Diagrams

Um BDD é ordenado

se as varias varidveis aparecem sempre na mesma ordem ao longo qualquer
caminho desde a raiz. Isto induz uma ordenagao no conjunto das variaveis.

Seja [z1,...,x,] uma lista ordenada de varidveis. Um BDD B tem a ordem
[1,...,z,] se para qualquer ocorréncia de z; seguida de z; ao longo de um
caminho em B, temos que i < j.

Um BDD é ordenado se tem uma ordem para a lista das suas varidveis. Duas or-
denacoes de dois OBDD Bj e B sao compativeis se nao existirem duas variaveis
reytal que z <y em B; masy <z em Bs.

Teorema 17.1. O OBDD reduzido que representa uma dada funcdo booleana
f € nico a menos de isomorfismo. Isto €, dois OBDDs B e B’ com ordenagoes
compativeis, se representarem a mesma funcao booleanas tém a mesma estru-
tura.

OBDDs

Estes dois BDDs sao equivalentes:

Mas 86 o segundo é ordenado: [z,y, z].

Para o primeiro nao é possivel encontrar uma ordem: para haver uma ordem
nao podem haver multiplas ocorréncias duma variavel ao longo de um caminho.

Operagoes booleanas com OBDDs

e Para efectuar operagoes booleanas com dois OBDDs B e Bs é necessario
que tenham ordem compativeis: nao existirem duas varidveis = e y tal que
r <yem By masy < x em Bs.

e Pela unicidade dos OBDDs reduzidos, é imediato determinar se dois OBDDs



sao equivalentes: basta reduzi-los e ver se o OBBD resultante é estrutu-
ralmente igual (forma candnica).

Importancia da forma candnica

Nao h4 variaveis redundantes (das quais a funcdo f nao dependa)

Equivaléncia Permite testar se duas fungoes f e g sao equivalentes desde que
tenham OBDDs com ordenacoes compativeis.

Validade Se a funcao f for uma tautologia o OBDD reduzido tem apenas um
né com o valor 1 (By).

Consequéncia para saber se g
OBDD reduzido para f - g
0 (Bo).-

é consequéncia semantica de f, calcular o
e determinar se ¢ o OBDD com um sé né

Satisfazibilidade Uma fungao booleana f ¢é satisfazivel se e s6 se o seu OBDD
reduzido é diferente de By.

Algoritmos para OBDDs:redugao

e REDUCE(By):
e Se a ordem de B é [x1,...,2;] B tem no méximo [ + 1 niveis

e Comecando nos nés terminais (bottom-up), cada né n recebe uma etiqueta
i(n) de forma a que dois nds tém a mesma etiqueta se e s6 as respectivas
sub-OBDDs representarem a mesma fungao booleana:

— Atribuir a etiqueta #0 a todas as folhas com o valor 0 e #1 a todas
as com o valor 1.

— Sei(lo(n)) = i(hi(n)), entdo i(n) recebe a mesma etiqueta (lo(n) é o
né abaixo com ligagao tracejada e hi(n) o com ligacao sélida), i.e. o
né n pode ser eliminado por ser redundante.

— Se existir outro né m com a mesma varidvel z;, tal que i(lo(n)) =
i(lo(m)) e i(hi(n)) = i(hi(m)), entdo i(n) = i(m).

— Se nenhum dos dois casos anteriores se aplicar, atribui-se a n o
proximo inteiro ainda nao utilizado.



Algoritmos para OBDDs: reduce

" o
Reduce

#3
= 3
e
#0 #0
Exercicio

Para cada uma das fungoes booleanas indicadas a seguir, determina os OBDD’s
reduzidos, para as ordens [z,y,z] e [z,y, ] respectivamente. Para isso deter-
mina primeiro a arvore de decisao binaria correspondente e em seguida aplica o
algoritmo REDUCE.

r'y = f($7yaz)
1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1
a) 1 0 0 0
0 1 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 O 1
b) f(x,y,z)zx-(y+2).

Expansao de Shannon
Definigao 17.1. Seja f uma formula Booleana e x uma varidvel.
1. f[0/x] € obtida de f substituindo = por 0
2. fl1/z] € obtida de f substituindo = por 1
Lema 17.1 (Expansdo de Shannon).
f=z-fl0/x]l+ - f1/2]

ou, equivalentemente, escreve-se f = x — f[1/x], f[0/z], o que corresponde a
uma instru¢do IF...THEN...ELSE.



Expansao de Shannon

Para qualquer operador Booleano binario op

forg = & (f0/zi] op g[0/xi]) + i - (f[1/z:] op g[1/:])
ou, equivalentemente,
z; = f[1/2:] op g[1/;], f]0/2:] op g[0/x4],

Toda a fungao Booleana pode ser escrita deste modo.

Algoritmos para OBDDs: aplicagao

APPLY (op,By,B,): onde OP é uma operagao Booleana bindria.
Ideia:

e seja v a varidvel de maior ordem em By ou By
e separar o problema em dois supondo v igual a 0 e v igual a 1

e nas folhas aplicar a operagao Booleana correspondente

apply
APPLY (op,By,By):

Sejam 7y e ry respectivamente as raizes de By e B,;. Para calcular o OBDD
Bjopg, que geralmente nao estd em forma reduzida, aplicar os passos seguintes.

e Se ambos forem folhas com valores l¢ e I, (em {0,1}), tomar By o, ¢ = By
selfoply =0e By o, g = By, caso contrério.

e Senao hé pelo menos um né raiz que nao é uma folha. Se ambas raizes
forem x;-nos, cria-se um x;-né com um arco tracejado para o OBDD Ap-
PLY (op,lo(ry),lo(ry)) e um arco sélido para o OBDD APPLY (op,hi(ry),hi(rg)).
Corresponde a expansao de Shannon.

e Se ry for um z;-né e ry for uma folha ou um x;-n6 com j > 4 (numa ordem
[1,...,2,]), entdo cria-se um 2;-né com um arco tracejado para o OBDD
APPLY (op,lo(7¢),rg) € um arco sélido para o OBDD APPLY (0p,hi(r¢),ry).
Neste caso ¢g nao depende de z; e g = g[0/z;] = g[1/z;].

e O caso simétrico é anédlogo.



Algoritmos para OBDDs: apply(+, By, By)

Ry

Ok
+

Algoritmos para OBDDs: apply

(Ri,S1)

(R:~15':s) (Rs, S2)

(R4, S5) (R, S3) (Ra, S3) (Ho, S5)

' '
J '
’ i
’ '
‘
'

'
'

(Rs, S4) (Re, Ss5) (Ra,83)  (Rg, Sa)  (Rs, Sa) (R, S5)

\

(Rs, S1) (Rs, S5)  (Rg, Sa) (Re, Ss)

Algoritmos para OBDDs: apply



Algoritmos para OBDDs: restricao f[val/x]

RESTRICT(val,z,By):

e Para calcular o OBDD By, redireccionar os arcos que apontam para
um z-né n para o n6 lo(n) e remover o né n. Reduzir.

e Para calcular o OBDD By, redireccionar os arcos que apontam para
um z-né n para o né hi(n) e remover o né n. Reduzir.

Algoritmos para OBDDs:exists

Jo.f = [fl0/a] + f[1/2]

EXISTS(x, By) = APPLY(+4, Bfo/2]; Bf[1/a])
Va.f = fl0/x]- f[1/a]
FORALL(z, By) = APPLY(:, Bfjo/a]; Bf[1/a])

Férmulas Booleanas e OBDDs



Boolean formula f

OBDD By que a representa

0

1

X

f
f+g
9
f®g
fl1/z]
f10/z]
dx. f
Vr.f

By
B
B,

APPLY (+, By, By)
APPLY (-, By, By)
APPLY (&, By, By)
RESTRICT (1,z, By)
RESTRICT (0, z, By)

Complexidade Computacional de OBDDs

Algoritmo ‘ Input OBDD(s)

| Output OBDD

trocar os nés 0 e 1 em By

APPLY (+, By(o/a], Bf[1/2])
APPLY (-, Bf[O/:r}an[l/I])

‘ Complexidade Temporal

REDUCE B

APPLY By, By (reduzido)
RESTRICT | By (reduzido)

3 By (reduzido)
Exercicio

reduzido B
By op ¢ (reduzido)
Bylo/2) or By[1/a) (reduzido)

Bszy.32s....30,.¢ (reduzido)

O(|B| - log |B])
O(1Byl - 1Bgl)
O(|By| - log |By])
NP-completo

Considera as fungoes f(z,y) =2+ vy, g(x,y) =T -y e h(z,y,2) =z -y +Z-Z.

e Determina os OBDD’s reduzidos correspondentes By, B, e Bj para a

ordem [z,y, z].

e Determina B?.

e Determina By, aplicando para isso o algoritmo apply a By e B, e redu-

zindo em seguida.

e Determina B3y, e Byys.

Modelos em OBDDs

Seja T = (S, — ,I, AP, L) um modelo e |[AP| = n. Cada estado s € S pode
ser representado pelo conjunto de varidveis L(s), i.e. por um tuplo Booleano

(’1}1,..

., vp) tal que v; = 1 se ; € L(s) e v; = 0, caso contrario. Isto obriga

que L seja injectiva, o que se pode sempre garantir pela introdugao de variaveis

proposicionais novas.
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Cada estado s pode entao ser associado a um OBDD da fung¢ao Booleana dada
por Iy - lg---1, tal que l; = x; se x; € L(s) e &;, caso contrario (isto é, uma
possivel valoragao dos ;).

Um conjunto de estados {si,..., s} pode ser representado pelo OBDD da
funcao Booleana:

PRI T U P R Linm

Modelos em OBDDs

/

conj. representacao por representagao por
estados valores booleanos fungdo booleana

0 0

{So} (1,0) 1 -T2

{81} (0, 1) Ty -T2

{s2} (0,0) 1 - T2

{80,81} (1,0), (0,1) 1 -T2+ X1 -T2

{SO,SQ} (1,0), (0,0) xT1 -T2+ X1 T2

{81,52} (0,1)7 (07 0) 1 -T2+ T1 - T2

S (1,0), (0,1), (0,0) 1+ T2+ T1 -T2+ T1 - T2

Representagao compacta usando OBDDs

Usando as fungoes Booleanas dadas os conjuntos de estados podem ser repre-
sentados compactamente usando OBDDs.

Por exemplo o estado {sg, s1}, pode ser representado por:

E s € S, se a valoragao representada por s satisfaz Bg, ou seja B, - Bg é
satisfazivel. No algoritmo de etiquetagem, as operagoes de conjuntos usadas sao
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a interseccao, reuniao e complemento, todas elas implementaveis como operagoes
de fungdes Booleanas (-, + e respectivamente) e em OBDDS usando o apply.

Modelos em OBDDs

Para a representagao da relacao de transicao — , basta ver que é um sub-
conjunto de S x S. Entdo uma transi¢io s —> s’ pode ser representada por
um par de vectores booleanos ((v1,...,v,), (v],...,v})), ou seja o OBDD da
fungao booleana:

URUBHRY AN
tal que I; é definido como acima e I} =z} se z; € L(s'), I, = x/, caso contrario.

E toda a relagao de transicao por uma disjuncao de destas férmulas.

[z1, T2, 2}, 2] [x1, 2], 22, xh]
xp x Ty T | — xp ) oz x| —
0O 0 O 0|1 0O 0 O 01
0O 0 O 1710 0O 0 0 1710
0O 0 1 0|1 0O 0 1 01
0 O 1 110 0 0 1 110
0O 1 0 0|1 0O 1 0 01
0O 1 0 1710 o 1 0 1710
0O 1 1 010 0O 1 1 010
0 1 1 1 0 0 1 1 1 0
1 0 0 010 1 0 0 010
1 0 O 1 1 1 0 0 1 1
1 0 1 010 1 0 1 010
1 0 1 1 0 1 0 1 1 0
1 1 0 010 1 1 0 010
1 1 0 1 0 1 1 0 110
1 1 1 0 0 1 1 1 010
1 1 1 1 0 1 1 1 1 0
e; = .fl-f2~,’E_/1'.%Té—‘v‘fl'fgu’ﬂ/l'l'_/z—f'l'l'fg'.’lﬁ_/l'l'é"f'fl'xg'.’l;/l-l'_/z

Representacao das transicoes em OBDDs

Usando a tabela da direita:
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Representacao das transicoes em OBDDs

Os OBDDs para
pres(X)={se€ S|3s's — & N € X}

prey(X)={s€ S| Vs'(s — &)= s € X)}

podem ser obtidos a partir de Bx e de B, . Como prey(X) = S\pres(S\X),
bas considerar o primeiro. Para pres(X):

e considerar Bx;

e determinar exists (% ,apply(-,B —, ,Bx/)).

Onde 3Zf representa Jx; ... 3z, f, para & = (z1,...,2,). Quer dizer que existe
uma valoragdo para & que torna f verdade. Uma valoracdo corresponde a um
estado &' (I} - l5---1) tal que B _, - Bx representa o conjunto de estado s
(Iy - lg---1y) tal que (Iy - lo---1y) - (1) -1+ -+ 1) é verdade.

Exercicio 17.1. Considera o modelo M = (S = {sq, s1, $2, S3},{S0 — $2, 50 —
81,81 — 81,81 — 82,81 — 83,82 — S0,82 — S1,82 — 82,83 — S0,S83 —
s3}, L(so) = {1, 22}, L(s1) = {21}, L(s2) = {}, L(s3) = {z2}).

a) Utilizando a ordem [x1,xs], determina OBDD’s para representar os conjun-
tos de estados {so,s1} e {so,s2}-

b) Determina a tabela de verdade para a relagdo de transicao utilizando a ordem
[x1, 2], 22, 2h).

¢) Desenha o OBDD para a relagdo de transicao (utilizando a ordem da alinea
anterior).
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d) Aplica o algoritmo de etiquetagem (adaptado a representagdo por OBDD’s e
utilizando a ordem [1,22]) ao modelo M, para determinar os conjuntos de
estados onde se verificam respectivamente as formulas seguintes.

e KX o,
o AG (z1V x2);
o I/ (IQ U Il).
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