Calculo de Correcao parcial H

[skipp ]

[assy ]

[comp, ]

[ifp ]

[while, ]

[cons), ]

Exemplos

{¢} skip {p}

{plE/z]}z < E{p}

{e} C1{n} {n} Co{v}
{p} C1; C2 {Y}

. e A BYG{Yr  {p A B} Co{y}
{¢}if Bthen(Cjelse Cy {¢}

{p1} C1{v} {2} Co {0}

{(B— ¢1) A (wB — ¢2)}if BthenC; else Cy {1/}

{v A BYC {4}
{¢}while Bdo C' {¢p A —B}

Fo' = {p}C{y} Fop—9f
{e'yC{y'}

Exercicio 21.1. Mostrar quej

<

F, {true}

réx;q < 0;
whiley < rdo
r—T—;

qg+—q+1
fr<ynaz=r+(yxq}

A expressao x = r 4 (y X ¢) é um invariante de ciclo.
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Integridade e Completude

Para o sistema dedutivo de Hoare, vamos considerar duas propriedades usuais
em sistemas 16gicos:

e Integridade: Cada regra deve preservar validade. O que implica (por

indugdo nas derivagoes) que os teoremas obtidos correspondem a assergoes
validas de correccao parcial.

HAeiC{Yr = e {eiC{Y)

e Completude: Gostariamos que o sistema fosse suficientemente forte
para inferir todas as assergoes de correcao parcial validas.

Fr leiClvr = Fp{elC{y}

Vamos comecar por formalizar a no¢ao de execucao/avaliagao.

Estado de execugao

Para a avaliacao duma expressao é necessario saber o valor das variaveis.
Um estado s é uma fungdo que associa a cada varidvel um valor.

Representamos o conjunto de estados por

State = Var — Z

e s € State tal que s: Var — Z.

Seja s x ou s(x) o valor da variavel = no estado s. Se v € Z,

slo/al(y) = { ) seyra

Tl w sey=ux

Seméantica das expressoes

Aexp - Expressoes aritméticas



A : Aexp — (State — 2)

Aln]s = n
Alz]s = s(x)
.A[[E1 + EQ]]S = A[[El]]s + A[[Eg]]s

A[Ey — Es]s = A[E1]s — A[E2]s

.A[[El X EQHS = A[[El]]SA[[EQ]]S

Semantica das expressoes

Bexp - Expressoes booleanas
T={V,F}
B : Bexp — (State — T)

se Blb1]s =V e Bbs]s =V
se B[b1]s = F ou B[be]s = F

B[true]s = V
Blfalse]s = F
A% se A[E1]s = A[E2]s
B[E, = E5]s = { F se A%EJS e A%Ejs
Vv se A[E1]s < A[E2]s
B[Ey < Eq]s = { F se A%Elﬁs > A%EQ%S
A% se B[b]s =F
Bl-b]s = { F  seB[bs=V
{ A%
F

Semantica operacional natural (big-step)

Descreve a execugao completa de cada comando.

Configuragoes: (C,s) ou s, onde C' é um comando e s um estado I' = (Com X
State) U State

Configuracoes Finais: s € State
Transigoes: (C,s) — s

Regras:
(C1,81) — 81 ... (Cpysn) — s

(Cys) — &




Hipéteses: (Cy,s;) — s,
Conclusao: (C,s) —

Se n = 0 diz-se um Axioma.

Semantica operacional natural (big-step)

Semantica operacional para comandos do While

attsn (x < E,s) — s[A[E]s/x]

(C1,8) — s, (Ca,s") — "

comp,, <01; 027 S> N
it <Cl7 S> — S/
f Bls— v
e (if B then C; else Ca,s) — ' se B[B]s
Ca,s) —> s
it o se B[B]s = F
Hoen (if B then C} else Ca,5) —> & se B[B]s
’ hile B d , .
while sn <C7 8> — S, (W 1le o C, S > — S se BIIB]]S =V

(while Bdo C,s) — s”

while’, (while Bdo C,s) — sseB[B]s=F

Exemplos
Sendo sy = [z = 5,y = 7] determinar o estado apds a execugao de:
(z+ x4 Y)Yy < 2.
Para tal constréi-se uma Arvore de derivacao com esse comando como raiz:

(z¢—x,50) —> s1 {(T+y,s1) —> S2
(z¢x;24Yy,80) —> S2

((z < ;0 < y);y < 2,50) — 83

(y ¢ 2,82) — s3

onde,
s1 = so[b/z]
so = s1|7/x]
s3 = s2[5/y]

Temos s3 = [z =5, =7,y = 5].

Integridade da semantica axiomatica

Teorema 21.1 (Integridade). Para todas as asser¢oes de correcgao parcial

{p}C{v},
Fp {@}C{} implica |=p {p}C{y}



Isto é se k-, {¢}C{¥} entdo

e se para um estado s, s = ¢
e cse (C,s) — &

e entdo s’ =

Integridade da semantica axiomatica
A demonstragéo é por inducao na arvore de inferéncia de b, {¢}C{9}:
e Mostrar que a propriedade se verifica para as arvores simples, i.e os axi-
omas do sistema de inferéncia.

e Mostrar que a propriedade se verifica para as Arvores de inferéncia com-
postas: para cada regra, supor que a propriedade se verifica para as pre-
missas (e as condigoes se verificam) e mostrar que a propriedade também
se verifica para a conclusao da regra.

Integridade da semantica axiomatica

Caso assp. Suponhamos que -, {¢[E/z]}x + E{p}.
Seja
(r«+ E,s) — &
e s = ¢[E/x]. Entao ma s[A[E]s/z] = ¢. (Exercicio)
Temos que provar que s’ = .

Por [asssy,] temos que s = s[A[E]s/x], e portanto

s' | @ sse s[A[E]s/x] = ¢
Integridade da seméantica axiomatica

Caso compyp. Por hip. de indugdo =, {¢}Ci1{n} e =, {n}Co{v'}.

Queremos mostrar que =, {¢}C1;Co{t}. Sejam s e s” estados, tal que
skEpe(C1;Cq,8) — s”. Pela regra [compg,] existe s’ tal que

(C1,8) — s e(Cys) — &

De (Cy,s) — &, s pe = {¢}Ci{n}, temos que s’ = 7. De
(Ca,8"y — &', s Enel=p {ntC2{v}, temos que s” = 1. Que é o que

queriamos.



Integridade da semantica axiomatica
Caso ifp. Por hip. de inducao =, {B A ¢}C1{¥} e = {(-B A ¢}Co{y}.
Para provar que
=p {¢} if BthenC else Cs {9}

sejam s e s’ estados tais que s = e (if Bthen(Cj elseCy,8) — .
Se B[B]s = V entao por [ifsy], temos que (C1,s) — . Entao dado
que =, {B A ¢}C1{¢}, concluimos que s’ = .

Analogamente se conclui, caso B[B]s =F.

Integridade da semantica axiomatica

Caso while,. Por hip. de indugao
Fp{B A e}C{e} (1)
Para provar que

E, {¢}while BdoC' {-B A ¢},

sejam s e s estados tais que s = ¢ e

(while BdoC,s) — s”.

Temos que mostrar que s = =B A ¢. Usamos indugdo na drvore de
derivacao da semantica natural.

Integridade da semantica axiomatica

Caso while,. H4 dois casos a considerar, consoante [whilesy,].
Se B[B]s =F entao s" =se s” = (-B A ¢).
Sendo, B[b]s = V eexiste s’ tal que (C,s) — s e(whileBdoC,s’) —
s
Temos que s |= (B A ¢) e pela hipétese (1) temos que s’ = ¢. Aplicando
a hipétese de inducao a (while BdoC,s’) — ", temos que s’ |=
(=B A ¢), como querfamos.

Integridade da semantica axiomatica
Caso consp. Por hip. de inducao

Ep {0 1O}, 0 = ¢, e =4 (2)

Para provar que =, {p}C{¢}, sejam se s’ talque s = pe (C,s) — &

Como s = ¢ e p — ¢ entdo s = ¢’ e pela hipdtese (2), s’ = ¢'. Mas
como Y — 1, temos que s’ = 1, como querfamos.



Completude da semantica axiomatica

Teorema 21.2 (Incompletude de Godel (1931)). Nao existe um sistema de
demonstra¢ao para ldgica para a aritmética (formulas sobre inteiros e operagoes
aritméticas (PA) , de tal forma que os teoremas coincidam com as asser¢oes

vdlidas de PA.

Teorema 21.3 (Completude). Para todas as asser¢des de correcgdo parcial

{w}C{v},
Fp {0}C{P} implica -, {p}C{y}

Note-se que |= 9, se e s6 se |= {true}skip{¢}. O que significa que a completude
de I, contrariaria o teorema de incompletude de Godel.

Completude da seméantica axiomatica

Proposigao 21.1. Nao existe um sistema de demonstracao para asser¢oes de
correcgao parcial, de tal forma que os teoremas coincidam com as asser¢oes de
correc¢ao parcial vdlidas.

Prova: Note-se que
E {true}C{false}
se e 86 se o comando C diverge (ndo para) em todos os estados.

Um sistema de demonstracao para assergoes de correcgao parcial, poderia ser
usado para confirmar que o comando diverge em todos os estados. O que é
impossivel (pela indecidibilidade do Halting Problem).

Completude relativa

Teorema 21.4. O sistema de prova para correc¢ao parcial € relativamente com-
pleto, i.e. para qualquer asser¢do de correc¢ao parcial {p}C{1}:

Fp {e}C{Y} se =p {p}C{Y}

O resultado de correcgao parcial relativa foi estabelecido por S. Cook (1978).

O facto de F, {p}C{¢} ser uma prova depende do facto de certas asser¢oes em
PA serem vilidas.

Para a demonstragao de completude relativa ver Capitulo 7 [Winskel].

Calculo para a correcgao total

Na linguagem imperativa apresentada, o unico comando que pode levar a nao
terminagao é o comando while.

O cdlculo 4t ird ser igual ao -, excepto na regra whiles.



Para demonstrar que um programa termina temos que lhe associar uma ex-
pressao estritamente decrescente, denominada variante.

No caso do while, podemos associar uma expressao inteira nao negativa e mos-
trar que em cada iteracao o valor dessa expressao diminui, mantendo-se nao
negativa: temos a certeza que while termina pois essa expressao sé pode tomar
um numero finito de valores até chegar a zero!!!

No caso do factorial:
y 1,24 O;whilez # xdo (z+ 2+ L,y < y X 2)

podemos tomar o variante = — z.

Cdlculo para a correccao total

Légica de Hoare (correcgao total)

As regras asSior, COMPiot, i ftot € CONStop coincidem com as do cdlculo para a
correcgao parcial.

[whz’letot ]

M ANBANE>0ANE=¢}C{n NE>0AE<eq}
{n AN E>0}while BdoC {n A —B}

onde ey é uma variavel logica cujo valor é o da expressao F antes da execugao
do comando C.

Pré condicao mais fraca - whilesy;

{e}

{n AN E>0}
while Bdo
{nANBANE>0ANE=¢}
C
{NMANE>0ANE<ey}
{n N =B} whilego
{v} CON S0t



Exemplo

Fiot {t >0}y « 1;2 < O;while z # z do (2 + 2+ Ly < y x 2){y = 2!}
{z =0}
{1=0 A z—0>0}

y«1

{y=0 A z—-02>0}

z<+ 0

{y=2! ANz —22>0} asSiot

while z # z do

{

{y=2'Nz£z ANax—2>0 AN xz—z=eo} CONStot

{yxz+) =G+ Az—(2+1)>20 A 2x—(2+1) <eq} aSStot
z+—z+1

{lyxz=2zlANax—2>20ANzx—2<ep} asSiot

Yy Xz

{y=2' Ne—2>20 AN x—2<ep}
}
{ly=2zl N z=2}

ly=al}

Como determinar um variante ?

Os variantes sao mais dificeis de encontrar que os invariantes...porque nao é
possivel saber genericamente se um programa termina

Fiot{z > 0}
c=x
while(c! = 1)do
if(c%2 ==0)c =c/2
elsec=3xc+1
{7}
Serd que este triplo é valido? Neste caso este triplo s estabelecia a terminagao

do programa...

Mas nao se sabe se termina ou nao!

Exemplos



Exercicio 21.2. Mostrar quej

Fiot {—y = 0}
r<x;q < 0;
whiley < rdo

T —1;

qg—q+1
fr<yANz=r+(yxq}
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