Verificagcao de Dedutiva de Programas

1. Célculos de correcgao (Légica de Hoare)

2. Pré-condigoes mais fracas e algoritmos de geracao de condigbes de veri-
ficacdo.

3. Geragao de obrigagtes de prova

4. Ferramentas para a especificacao, verificagao e certificacdo de programas
imperativos.

Origens

Légica de Hoare é a base das técnicas de verificagao dedutiva de programas
(1969, An Aziomatic base for Computer Programming)

Tony Hoare

Inventor também do Quick Sort (em 1960, com apenas 26 anos), 1980 recebeu

um Turing award. Comemorou os 85 anos no Porto, FM’19.

Robert Floyd

Algumas ideias introduzidas em 1967 em Assigning Meaning to Programs.

Verificagao Automatica de Programas

Consideremos o seguinte programa para calcular Z}fﬂl
z <+ 0;
Yy 1
while y! = 101 do
T Tty

y<yt+L

100

e Como podemos provar que este programa termina com z =, "~ m.

e Correr o programa seguindo a sua semantica operacional é uma opgao.


https://www.cs.york.ac.uk/circus/utp2019/#distinguished-speaker

e Mas o que acontece se mudarmos a condi¢ao do while, para y!=c, para
um determinado c inicializado no programa?

e Correr o programa, para sucessivos valores de ¢ nao é opgao.

Verificagcao de Programas considerando Sistemas dedutivos

e Dado um programa e uma especificagao, verificar se o primeiro satisfaz a
segunda (sem executar o programall).

e Vamos considerar Légicas de Floyd-Hoare (1970s) em que as especificagdes
sao baseadas em pré e pds-condicoes:

Uma férmula é uma assercao de que se uma pré-condicao se
verifica antes da execugao do programa, entao a pos-condigao
terd de se verificar apds a sua execugao.

Exemplo

x <+ 0;
y< L
Require: {z =0Ay =1}
while y! = 101 do
T T+Y;
y<yt+L
Ensure: {z =" n}

n=0
Uma linguagem imperativa simples - While

Categorias sintacticas
e Num inteiros, n
e Bool valores de verdade, true e false
e Var variaveis, x
e Aexp expressoes aritméticas, E
e Bexp expressoes Booleanas, B

e Com comandos, C

BNFs (bésicas)

Para n em Num e x em Var

E = n|z|E+FE|E-E|EXE
B = truelfalse | E=FE|E<FE|'B|B A B
C == skip|a <+ E|C; C|if B then C else C |while Bdo C



Informalmente a assercao é valida se:

[i-++-¢]se ¢ se verifica no estado inicial se a execugdo de C' termina num
estado s’ entao v verifica-se no estado s’

. Program state
initial final
state — state
inputs ," \ Method, function, \,’—\\
ISR S - etc. (C) : I,outpu]‘s
\ 7 / y
Pre-condition (0) \—Peﬁ-eeﬁeli'rion (V)

[Pré e Pos condicoes

Exemplos
{z =1}x < x4+ 1{x = 2} esta assercio é verdadeira
{x =1}y + x{y =1} esta asser¢do é verdadeira
{z =1}y + x{y = 2} esta assercdo ¢é falsa
{r=x0 Ny=wlrx;x<y;y<r{r=yo N y=1xo}
As varidveis xg e yg sdo chamadas varidveis logicas.
{true}C{¢} se C terminar 1) verifica-se
{p}C{true} é sempre verdadeira para qualquer C' e .
ragile] Exemplo
[kragile] Exempl
e r <+ 0;
y < L
Require: {x =0Ay =1}
while y! = 101 do
T T+ y;
y<—y+1;

Ensure: {z = Z:g)o n

e Pretende-se inferir que = = Z}fﬁl m sabendo que antes do ciclo while

tinhamos y =0 e x = 1.
e E facil ver que no fim do ciclo y = 101, mas queremos o valor de z!

e Temos que construir um invariante do ciclo:



e No inicio de cada iteracao temos que

r=1+2+3+ - +(y—1)

Linguagem das Condigoes Numa assergao, {p}C{1}, @, ¢ sdo férmulas ¢, 1, . ..
duma linguagem de logica de primeira ordem para a aritmética, ou seja:

e constantes 0 e 1 (os inteiros decimais sdo abreviaturas)
e com simbolos funcionais —,4+, — e X (para termos)
e com simbolos de predicado <, = (para predicados)

e os habituais simbolos l6gicos: operadores e quantificadores (onde os quan-
tificadores sé ligam as chamadas varidveis 1égicas)

Sao interpretadas nos naturais numa estrutura A" = (N, -) e os estados s, cor-
respondem a atribuigoes de valores as varidveis.

Se N = ¢, dizemos que s satifaz ¢, i.e., s = .
Por exemplo, se s(z) = =2, s(y) =5, s(z) = —1,
s = (x4 y < z) verifica-se

s Ey—x Xz < znlo se verifica

Correcgao parcial Um triplo {p}C{y} é satisfeito para a correcgao parcial se
para todos os estados que satisfazem ¢, o estado que resulta de executar C
satisfaz i, desde que C' termine,

Fpar {¢}C{¥}.
Nota que
while true do

x <+ 0;

satisfaz todas as assercoes.
Correccao total

Um triplo {p}C{v} é satisfeito para a correcgao total se para todos os estados
que satisfazem ¢, é garantido que C termina e que o estado resultante satisfaz

¥,

ot {0} C{Y}

Neste caso

while true do
x <+ 0;



nao se verifica para nenhuma assergao.

Sistema dedutivo (cdlculo) para a correcgao parcial

e Um sistema dedutivo é constituido por um conjunto de axiomas e um
conjunto de regras de inferéncia.

e Uma derivagio (demonstragao) é uma sequéncia finita de aplicagoes das
regras e dos axiomas.

e Se uma assergio {p}C{w} for derivada pelo calculus de correcgao parcial
dizemos que

'_par @C{w}
é vélido.

e O célculo é integro se:

Fpar {10}C{%} implica que Fpar {p}C{}.

Sistema dedutivo para a correcgao parcial

Logica de Hoare

[skipy ]
{o} skip{¢}
[assy |
{plE/a]} x < E{o}
[comp,, ]

{e} Ci{n} {n} C2 {v}
{p} C1; Ca {9}

onde ¢[E/x] é a férmula que se obtem substituindo x por E.
%hrinkz.?]

Sistema dedutivo (calculus) para a correcao parcial Logica de Hoare (cont.)

[ifo ]

fo A BYCi {9} {e A 2B} Co {9}
{¢}if BthenC(C;elseCy {¢}

[while, ]



{v A BYC{y}
{¢}while BdoC'{¢p A —~B}

A 1 chama-se o invariante de ciclo

[cons), ]

Fo' = {ptC{y} Fyp =9/
{e'tC{y'}

Exemplos

Exemplo 2.1 Mostrar que bFpqr {true}z < x;2z «— z 4+ y;u + z{u =z +y}

comp {z4+y=z+y}tz+ z+y{z=2+y} {z=2+y}lu « 2z{u =2z + y}

g P

{z+ty=2+ylza{z+y=a+y} {z+y=a+ylz < z+y;u+ 2{u=2+y}
{z+y=z+ylz a2z 24+y;u+ z{u=az+y}

compp

consp

{tue}z «— w1z — 2 fyiu — 2{u=2o+y)
Exemplos
Exercicio 2.1 Deduzir as seguintes asser¢oes

o {z=1}x+x+1{x =2}

o {x=1}y+x{y=1}

o {r=z0Ny=uo}r < xixeyiy e r{r =y Ay =0}
o
Calculo para a correcgao parcial - Exemplos
Exercicio 2.2 Mostrar que

Fp{or+yxqlrr—yqgeqg+l{z+r+(yxq)}

o
Exercicio 2.3 Mostrar que

Fp {true}z <~z +1; ifz — 1 =0theny « lelsey + z{y =z + 1}
o

tableaux para a correccao parcialSeja C = C1;Cs;...;C, e que queremos
Fp {¢}C{9}. Podemos considerar vérios problemas da forma b, {¢; }Ci{piy1}.
Para tal anotamos os comandos que constituem C' com férmulas ¢; e conside-
ramos um tableaux de prova da forma:



{wo}

Cr;

{1} justificagao
Cy;

{on-1} justificagao
Ch;
{on}

Mostrar que by, {©;}Cit1;{@it+1}, comecando por ¢,. Mas como obter cada
wi?

Pré-condi¢ées mais fracas (wp)Pré-condigoes mais fracas, wp Para cada co-
mando C' e pés-condigao ¢ a férmula wp(C, 1) é a pré-condigao mais fraca
que sendo verdade no estado s, garante que num estado s’ obtido depois de C
executar e se C' terminar, a pés-condicao 1 se verifica.

Isto é:

o =p {wp(C,9)}C{y}

e se =, {o}C{Y} entdo ¢ — wp(C, ) (que é chamada condicao de veri-
ficagao)

[HH——{,] tableaux para a correcgao parcial

e A férmula ¢; obtida a partir de Cjy1 e ;11 é a pré-condicao mais fraca
de Ci+1

dada a pés-condigao ¢;11, podemos escrever

wp(Cig1, Pir1) = Qi

A partir das wp() e usando a regra da consequéncia (cons,) podemos gerar
automaticamente condicoes de verificacao,

e que poderao ser demonstradas automaticamente ou assistidas por um de-
monstrador de teoremas.

De um modo geral se {¢}C{¢} a condi¢ao de verificacao é:

© — wp(C,v)

[ﬂw-;)] Pré-condicoes mais fracas - ass, Atribuicao



{v[E/«]}

z+— F
{v} assy
A condigao de verificagao para {¢}x < E{1}, seria
¢ = Y[E/x]

Exemplo 2.2 Calcular
1. wp(x + 0,2 =0) éx =0
2. wp(x+—ax+1,z>0) éx+1>0

Pré-condi¢oes mais fracas Consequéncia

A regra cons, pode-se aplicar quando ¢’ — ¢ e temos {¢} C {¢}. Entao neste
caso admite-se no tableauz duas férmulas seguidas: ¢’ e por baixo (.

{¢'}

{v} cons,

Exercicio 2.4 Mostrar com um tableaux -, {y =5}z < y+ 1{z =6}. ©

mshrink:O.S] Pré-condicoes mais fracas - if,CondicionalQueremos determinar
o tal que wp(if Bthen C; else Oy, 1)) = .
{(B—=¢1) A (7B = ¢2)}
if B then
{1}
Ch
{v} ifp
else
{2}
Co
{v}
{v} ifp
Podemos calcular {¢1}C1{1} e {p2}Ca{t)}, e entdo ¢ = (B — ¢1) A (=B —
©2)

Pré-condicoes mais fracas - ifp,As condicoes de verificagao seriam as geradas
por {¢1 A B}C1{v} e por {p2 A =B}Ca{t}.



Exemplo 2.3 Mostrar com um tableaux

Fp {true}
a+x+1;
ifa—1 = 0then
y<+1

else

Yy<—a
{ly=z+1}

[shrink=0.8]

{true}

{z=0=1=1) A (-(z=0)—>z+1=x+1)} cons,,
{z+1-1=0—=1=z4+1) A (~(z+1-1=0)—x+1=2x+1)}cons,
a+z+1

{a-1=0—-1=z+1) A (-(a—1=0)—a=x+1)} assy
ifa—1=0then

{1=z+1} ify

y<1

{y=2+1} assy

else

{a=2+1} if,

Yy a

{y=2+1} assy

Pré-condicoes mais fracas - if,Neste caso a regra de inferéncia usada é:
- £/
[ify ]

{e1} C1{v} {2} Ca {¥}
{(B—=¢1) A (#B — ¢3)}if BthenC] else Cs {9}

Exercicio 2.5 Mostra que esta regra se pode deduzir do sistema de inferéncia
dado. ©

Pré-condi¢oes mais fracas - while,Queremos -, {¢}while Bdo C {¢}.

E necessdrio uma férmula 1 tal que:
e p—=
en AN -B—=1e
o -, {n}while Bdo C{n A —B}



Invariante

Um invariante do ciclo while Bdo C é uma férmula 7 tal que
Fp {n A BYC{n}.

Pré-condicoes mais fracas - while,,

{e}
{n}

while Bdo

{n N B}
C

{n}
{n N =B} while,,

{y} cons,

Dado 7, as condicoes de verificacao sao ¢ — n,n A =B — 1) e as condicoes de
verificacdo de {n A B}C{n}.

Pré-condicies mais fracas - while,,
Exemplo 2.4 Mostrar que

Fp {true}y « 1;2 < O;whilez! = zdo (z + z+ Ly <y X 2){y = z!}
O invariante I a considerar é : y = z! e verifica as condigbes necessérias:

1. E implicado pela pré-condicao do while queé y =1 A 2 =10:
y=1ANz2z=0—>y=2

2. y=zl N z=0—y=uxa!

Comecamos com I dentro do ciclo até obter I’ e mostramos que I A B — I'.

10



Pré-condicoes mais fracas - while,,

y <1

z+0

{y =21} ?
while—z =z do

{ly==2l N mz=2z}

{lyx(z+1)=(E+1} cons,
z=z+1

{y x z =2z} assy

y=yxz

{y =21} assy

{y =21} !

porque (y =zl A mz=2z) s y=zl—>yx(z+1) = (2+1)! [[Ehrink:().S]
Pré-condicoes mais fracas - while,,

{true}

{1=0} cons,
y<1

{y =0} assp
z4+0

{y ==z} assp

while -z = xdo

{ly=2l N mz=2z}

{lyx(z+1)=(E+1} cons,
z+—z+1
{y x z =2z} assy
Yy Xz
{y =21} assy
{ly=2z! AN z=2a} whiley,
{y = z!} consy

Exemplo

11



Exercicio 2.6 Mostrar que

Fp {true}

rx;q < 0;
whiley < rdo
reT—;

q+—q+1
{fr<yNz=r+@yxq}

<&

A expressao x = r + (y X ¢) é um invariante de ciclo.

Exemplo

Exercicio 2.7 Mostra que
{z >0}z« z;y < 0; while 7z =0do (y <y + 1;2 « z — 1){z = y}.

<
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