Calculo de Correcao parcial H

[skipp ]

[assy ]

[comp, ]

[ifp ]

[while, ]

[cons), ]

Exemplos

{¢} skip {p}

{plE/z]}z < E{p}

{e} C1{n} {n} Co{v}
{p} C1; C2 {Y}

. e A BYG{Yr  {p A B} Co{y}
{¢}if Bthen(Cjelse Cy {¢}

{p1} C1{v} {2} Co {0}

{(B— ¢1) A (wB — ¢2)}if BthenC; else Cy {1/}

{v A BYC {4}
{¢}while Bdo C' {¢p A —B}

Fo' = {p}C{y} Fop—79f
{e'yC{y'}

Exercicio 4.1. Mostrar que

<

F, {true}

réxz;q < 0;
whiley < rdo
r—T—;

qg+—q+1
fr<ynaz=r+(yxq}

A expressdao © = r + (y X ¢) é um invariante de ciclo.
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Calculo para a correcgao total

Na linguagem imperativa apresentada, o unico comando que pode levar a nao
terminagao é o comando while.

O cdlculo 4o ird ser igual ao -, excepto na regra whiles.

Para demonstrar que um programa termina temos que lhe associar uma ex-
pressao estritamente decrescente, denominada variante.

No caso do while, podemos associar uma expressao inteira nao negativa e mos-
trar que em cada iteragao o valor dessa expressao diminui, mantendo-se nao
negativa: temos a certeza que while termina pois essa expressao s pode tomar
um numero finito de valores até chegar a zero!!!

No caso do factorial:
y 1,z O;whilez # xzdo (z+ 2+ L,y + y X 2)

podemos tomar o variante x — z.

Cdlculo para a correccao total

Légica de Hoare (correcgao total)

As regras asSior, COMPiot, i ftor € CONSop coincidem com as do cdlculo para a
correcgao parcial.

[whiletot ]

MANBANE>0NE=¢}C{n NE>0AE<e}
{n AN E>0}while BdoC'{n A —B}

onde ey é uma variavel logica cujo valor é o da expressao F antes da execugao
do comando C.

Pré condicao mais fraca - whilesy;

{e}

{n A E>0}
while Bdo
{n ANBANE>0ANE=¢}
C
{NMANE>0ANE<ey}
{n N -B} whilegor
{1/’} CONStot



Exemplo

Fiot {t >0}y « 1;2 < O;while z # z do (2 + 2+ Ly < y x 2){y = 2!}

{z > 0}

{1=0 A z—0>0}

y«1

{y=0 A z—-02>0}

z<+ 0

{y=2! ANz —22>0} asSiot

while z # z do

{

{y=2'Nz£z ANax—2>0 AN xz—z=eo} CONStot
{yxz+) =G+ Az—(2+1)>20 A 2x—(2+1) <eq}
z+—z+1

{lyxz=2zlANax—2>20ANzx—2<ep} asSiot
yyXxXz

{y=2' Ne—2>20 AN x—2<ep}

}

{ly=2' AN z=2z2}

ly=al}

Como determinar um variante ?

aSStot

Os variantes sao mais dificeis de encontrar que os invariantes...porque nao é

possivel saber genericamente se um programa termina

Fiot{z > 0}
c=x
while(c! = 1)do
if(c%2 ==0)c =c/2
elsec=3xc+1

{T}

Serd que este triplo é valido? Neste caso este triplo sé estabelecia a terminagao

do programa...

Mas nao se sabe se termina ou nao!



Exercicio 4.2. Mostrar que

Fiot {—y = 0}
r<x;q < 0;
whiley < rdo

T —1;

qg—q+1
fr<yANz=r+(yxq}

<&

Exercicio 4.3. Mostra que

Frot {y > 0}
whiley < rdo
AT —Y;
gq+1
{true}

Mecanizagao da construgao de derivagoes na légica de Hoare

De um modo geral, dado um triplo de Hoare ({¢}C{v}) aplicamos as regras a
partir da conclusao, assumindo que as condicbes auxiliares se verificam.

e Se todas as condigoes auxiliares se verificarem entdo construimos uma
demonstracao;

e Se alguma das condigbes auxiliares ndo se verifica, a arvore construida
nao constitui uma deducgao vélida, mas serd possivel construir uma outra
arvore que o seja?

Existe uma estratégia para construir as drvores de forma a poder concluir (caso

algumas das condigoes auxiliares ndo se verifique) que nio existe uma derivagao
para o triplo dado.

Mecanizacao da légica de Hoare
A maior parte das regras do célculo de Hoare tém a propriedade de sub-formula:

todas as assergoes que ocorrem mas premissas de uma regra também ocorrem
na sua conclusao.

As excepgoes sao:



e A regra comp, que requer uma condi¢ao intermédia;

e A regra cons, onde a pré-condi¢ao e a pds-condigao tém que ser “adivi-
nhadas”.

Outra propriedade desejavel é que nao seja ambigua a escolha das regras:

e A regra cons, pode ser aplicada para qualquer triplo de Hoare.

Versao da légica de Hoare sem cons: sistema H,

orskip ) 0F e

se = ¢ — Y[E/7

{re < E{y}

{e} C1{n} {n} C2 {v}
{p} C1; Ca {¥}

{¢ N BYCi {y} {o N =B} Ca {9}
{¢} if BthenCj else Cy {9/}

{n A B}C{n}
{e} while Bdo{n}C{¢}

seEp—oneENn A B

Sistema #,,

E ficil de demonstrar que a regra cons é derivavel em H,.

Lema 4.1. Se ' by, {p}C{Y} e = ¢ = ¢, E ¢ — o/, entio T' by,
{¢'C{v'}

Demonstracao: Por indugao sobre a derivagao I' 3, {¢}C{¢}. Vamos ver os
casos para o skip e para a sequéncia.

e Para C = skip, temos I' k4, {p}skip{¢}, se = ¢ — 9. Temos |= ¢’ —
o, Ee—=>velEYv =Y, logo E ¢ — ¢, o que significa que temos
Iy, {9 }skip{y'}

e Para C = C1;Cy, temos I' by, {9}C1;Co{}, se T' by, {0}Ci{n} e
T by, {n}C2{1}. Mas entdo por H.I. temos I' I3, {¢'}C1{n} (uma vez
que = ¢ = pel=n—mn) el by, {n}Co{y'} (uma vez que = —ne
v — '), logo I' 4y, {0'}C1; Co{y'}.

Exercicio 4.4. Completa a demonstracao anterior.



Equivaléncia H e H,

[y {o}C{1p} se e sése Ty, {0}C{0}

(=) Por inducdo sobre a derivacdo I' k4 {¢}C{p}, usando o lema anterior.
Vamos ver os casos para atribuicao e para a regra da consequéncia.

o Temos I' 3 {p[E/z]}x + E{p} e | ¢[E/x] = ¢[E/x], logo I' 4,
{plE/z]}r — E{p}

e Pelaregra da consequéncia temos I' Fy; {@}C{¢}, se T Fy {¢'}C{¢'}
eEp—¢, EY =
Por H.I. temos I' 3, {¢'}C{9'}, logo pelo lema anterior temos
Iy, {0}C{Y}-

(«=) Por indugdo sobre a derivagao I' -3, {¢}C{¢}. Vamos ver os casos para
a atribuicao e para o condicional.

o Temos I' by, {Y}r < E{p} se F ¢ — p[E/r]. Como T'
{p[E/z]}x + E{p} e E v = ¢[E/z] e = ¢ — 1, entdo pela re-
gra da consequéncia, temos I' by {¢}x + E{p}.

e Temos I' -3, {t}if BthenC)else Cs {¢}, se 'y, {1 A B}C1{p}
e 'y, {¥ A-B}C{p}.
Por HI. T' by {¢ A B}Ci{p} e T Fy {¢p A =B}Co{p}, logo T Fy
{¢}if BthenC; else Cs {¢}

Exercicio 4.5. Completa a demonstragao anterior.

Pés e Contras

Vantagens de H,,:

e Eliminamos a ambiguidade provocada pela regra cons.

e Eliminamos uma das regras sem a propriedade de sub-féormula.

No entanto, ainda é necessario “adivinhar” pré-condigoes intermédias para comp.

A estratégia de pré-condigao mais fraca

Queremos construir uma derivagdo para um triplo de Hoare {p}C{¢}, onde ¢
pode ou nao ser conhecido (nesse caso escrevemos {?}C{y}).

1. Se ¢ for conhecido, entdo aplicamos a tnica regra possivel de H,. Se C for
Cy; Cy, entdo construimos uma sub-derivagéo da forma {?}C3{¢}. Even-
tualmente quando concluirmos esta derivagao podemos prosseguir com
{¢}C1{0}, com 6 obtido da sub-derivagao anterior.



2. Se ¢ é desconhecido, a construcao procede da mesma forma, excepto que
no caso das regras skip, atribuicao e ciclos, com uma condicao auxiliar
p — 0, tomamos a pré-condi¢ao ¢ como 6.

Uma Arquitectura para Verificacao de Programas

Dado um triplo de Hoare {¢}C{%} e uma teoria T:

1. Aplicamos os principios apresentados anteriormente para construir uma
derivagao com conclusao {p}C{}, assumindo que todas as condigoes au-
xiliares geradas no processo se verificam.

2. Cada férmula de primeira ordem gerada como condigao auxiliar (chamada
neste contexto de condi¢do de verificagio (VC)) tem que ser verificada
numa ferramenta de prova.

3. Se todas as condigoes de verificagao sao classificadas como T -validas, entao

T b, {3C{e}

Nota: como nao existe ambiguidade na construgao das arvores, podemos elimi-
nar essa parte do processo e simplesmente gerar as VC usando um Gerador de
condigoes de verificagio(VCGen).

Duas fases para a verificagao

Logica de
Programa Hoare
anotado VCGen

contra-exemplos ?

Obrigacgdes
Demostrador de Prova




Um algoritmo VCGen: cédlculo das pré-condi¢des mais fracas (wp)

Dado um programa C e uma pés-condigdo 1, podemos calcular wp(C, 1)) tal
que {wp(C,)}C{yp} ¢ valida e se {p}C{y} é vilida para algum ¢ entdo
o — wp(C, ).

wp(skip,¢) = ¢
wp(z  E,¢) = ¢[E/z]
wp(Cr;C2,¢) = wp(Cr,wp(Ca,v))
wp(if BthenC)else Cy,7) = (B — wp(Ch,v))
A(=B — wp(Ca, 1))
wp(while Bdo {n}C,v) = 17

Algoritmo VCGen

Primeiro calcula as VC nao considerando as pré-condigoes

VC(skip,¢) = 0
VCO(x <« E,v) = 0
VCO(Cy;C2,¢) = VCO(Cr,wp(Cay1p)) UVC(Coyth)
VC(if BthenCjelse(Cy,v) = VC(Cp,v)UVC(Co, )
VC(while Bdo{n}C,v) = {(n AN B) — wp(C,n)}U

{(n A =B) =} uVC(C,n)

A pré-condicao é tomada em consideragao:

VOG({p}C{y}) = {p = wp(C,4)} UVC(C,9)

Exemplo

Seja fact o seguinte programa:
[+ 1+ 1;
while i <n do
{f=0G-D'"i<n+1} > Invariante
[ fxi

i1+ 1;

Vamos calcular



com

VCG({n > 0}act{f = n!})

0 = f=@G(-1IAi<n+1
Co = ffxiji+—i+1

VC(fact, f =nl)
VC(f + 1;i + 1,wp(while i <n do{0}C,, f =n!))
UV C(while i <n do{0}C,, f = nl!)
VC(f+ 1;i+ 1,0)U{0Ai<n— wp(Cy,0)}
U{dAi>n— f=nl}UuVC(Cy,0)
VO(f + Lwp(i+ 1,0)UVC(i + 1,0)
U{f=0G—-1Ai<n+1Ai<n—wp(f+ fxi;i<i+1,0)}
U{f=(—1IAi<n+1Ai>n— f=nl}
UVC(f=f*i,wp(i+i+1,0)UVC(i+i+1,0)
PUDU{f=@GE—1)Ai<n+1Ai<n

—swp(f+ fxi,f=@G+1-DIANi+1<n+1)}
U f=G-1A"i<n+1Ai<n— f=nl}UdUD
{f=G-1NAi<n+1Ai<n— fxi=(i+1-1)!
Ni+l1<n+1,f=>G0-1)Ai<n+1Ai<n— f=nl}

VCOG({n > 0}act{f = n!})

{n >0 — wp(fact, f = n!)} UV C(fact, f = n!)

{n >0 —= wp(f + 1;i + 1;wp(while i <n do{0}C,, f =nl!),
f=0E-1DIANi<n4+1Ai<n— fxi=(G+1-1)
N+1<n+1,f=>G(—-1IA"i<n+1Ai<n— f=nl}
{n>0—=wp(f+ 1;i+ 1;0),
f=@-DAi<n+1lAi<n— fxi=(i+1—1)
N+1<n+1,f=0G-1DINi<n+1Ai<n— f=nl}

Chegamos as seguintes obrigacoes de prova:

L.n>0—=1=(1-1)'A1<n+1

2. f=(G—-DIANi<n+1lAi<n— fri=@G(+1-DIAi+1<n+1)

3. f=(@—1D)Ai<n+1Ai<n— f=n



Propriedades de wp e VCG
Dado um comando C' e uma assergao 1 se I' b4y, {¢}C{7)}, para alguma pré-
condigao ¢, entao

L Iy, {wp(C,9)}C{a}

2. T —wp(C,¥)

Demonstracao: Por inducao sobre C'. Vamos ver os casos de skip e while.
e Para C' = skip, temos I' 3, {o}skip{¢} se = ¢ — 1). Note-se que
wp(skip, ) = .
1. Trivialmente temos I' -3, {¢}skip{¢}, uma vez que |= ¢ — 1.
2. Por hipétese temos I' = ¢ — 1 = wp(skip, ).

e (' =while, temos I' 3, {¢} while Bdo {n}C {¢} se I -3, {nAB}C{n}
eEvY —=n, EnA-B— 1. Note-se que wp(while Bdo {n}C,v¥) =n

1. Como = n — 7, e por hipétese =nA-B =Y el Fy, {nAB}C{n},
entdao I' 3, {n} while Bdo {n}C {1}

2. Por hipétese temos I' = ¢ — 7 = wp(while Bdo {n}C ).
Exercicio 4.6. Completa a demonstragdo anterior.

Teorema 4.1 (Adequagdo de VCGen). Seja {p}C{y} um triplo de Hoare e T’
um conjunto de assercoes.

I | VOG{p}C{u}) se e 56 se T by, {0}C{0}.

(=) Por indugédo sobre a derivagdo C'. Vamos ver os casos para atribuicao e
para a regra da sequéncia.

e Para C =z «+ E, temos VCG({p}X < E{¢}) = {¢ = wp(X «
E )} uVC(x < E.¢) = {p = ¢[E/a]}. SeT | ¢ — ¢[E/a],
entdo pela regra da atribuicao I' b4, {p}C{9}.

Adequagao do VCG

e Para C' = C4; Cs, temos

VOG({p}C1;Co{y}) = {p = wp(C1;C2,9)} UVC(Cy; Co, )

= {¢ = wp(Cr,wp(Ca, 7))}
U VC(Cr,wp(Ca, 1)) U VC(CQ, ).
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Seja n = wp(Ca, ). Como
I'= ¢ = wp(Cr,n) UVC(Cr,n) = VOG({eiCi{n},

por LH. I" 4, {0}C1{n}.

Também I' = n = nUVC(Ca, ) = VCG({n}Ca{r)}), por LH. T' 4,
{n}Co{}, logo ' 4y, {p}Ch; Co{eb}

(<) Por indugao sobre a derivagao I' -3, {¢}C{¢}. Vamos ver os casos para
o skip e para o condicional.

o 'y, {o}skip{e}, se T = ¢ = ¢ = VOG({p}skip{v}).
Adequagao do VCG

o I' by, {¢}if BthenCielseCo, {1} se I' by, {0 A B}C1{¢} e ' k4,
{o AN =B}C{%}. Por H.L

I'=VCG({p A BYC1{Y}) = {(¢ A B) = wp(Cr, )} UVC(C, )

I'=EVCOG({e A -B}CAY}) = {(¢ A =B) = wp(C2, 1)} UV C(C2, 1))
Note-se que,
wp(if Bthen () else Co,9) = B — wp(Ch, ) A B — wp(Ca, 1)},

logo
I' = {¢ — wp(if BthenCj else Cy,v)}.

LogoT' = {¢ — wp(if Bthen Cy else Cy,¢) }UVC(Ch,)UVC(Caytp) =
VCG({¢}if BthenC] else Co{t)}).

Exercicio 4.7. Completa a demonstragao anterior.
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