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O que é o calculo-\?

@ E um modelo computacéo universal
(equivalente a maquina de Turing)
@ Ao contrario da MT, o calculo-\ € um modelo para
linguagens de programacéao:
e ambito de variaveis
ordem de computagao
estruturas de dados
recursao

@ As linguagens funcionais sdo concebidas como
implementacdes computacionais do calculo-\
(linguagem ISWIM de Peter Landin, 1964).
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Termos do calculo-\

X, ¥, Z,... umavariavel € um termo;
(Ax M) é um termo se x é varidvel e M é um termo;
(MN) éumtermose Me N séo termos.

exemplos de termos nao sao termos
y ()
(Axy) XAy
((Axy) (Ax (Ax ¥))) x(y)

Ay (Ax (v (¥ X)) (Ax (Ayy)



Interpretacédo do calculo-\

(Ax M) é a abstracao de x em M.

(M N) é a aplicacao de M ao argumento N.

Exemplos:
(A\x x) € a fungdo identidade: a x faz corresponder x

(Ax (\y x)) é afuncéo para cada x da uma outra fungdo que
para cada y da x

@ Nao ha distincao entre dados e programas;
@ Nao ha constantes (e.g. numeros).
@ Tudo sao A-termos!



Convencdes de paréntesis

Abreviaturas:

AXiXo ... Xp. M
(My My ... Mp)

(M1 (Axz ... (Axp M) ..0)
(...(My Mp) ... Mp)

Exemplos:

(Ax (Ay x))
(x (y (Az((x 2) (¥ 2)))))

AXY. X

AXyz. xz(yz)



Ocorréncias de variaveis livres e ligadas

As ocorréncias de x em (Ax M) dizem-se ligadas pela
abstracgéo.

Uma ocorréncia que nao ¢é ligada diz-se livre.

(Az(Ax (¥ x))) xligada, y livre

Uma varidvel pode ocorrer livre e ligada no mesmo termo.

((Axx)(Ay x)) xligada, x livre



Ocorréncias livres e ligadas de variaveis

BV(M) é o conjunto de variaveis com ocorréncias ligadas
em M (bound variables);

FV(M) é o conjunto das varidveis com ocorréncias livres
em M (free variables).

BV(\z(Ax (¥ x))) ={x, z}
FV(Az (Ax (v x))) = {y}
BV((Ax x) (Ay x)) = {x, y}
FV((Ax x) (Ay x)) = {x}

Definidas por recursédo sobre o termo (ver a bibliografia).



Substituicao

MI[N/x] é o termo resultante da substituicao de ocorréncias
livres de x em M por N.

(MxY)l(z2)/y] = (Ax (2 2))
(xy)l(z2)/x] = (Axy)

Nota: apenas substitui ocorréncias livres de x.



Mudanca de variaveis ligadas

Os nomes de variaveis ligadas nao sao relevantes.
Exemplo: os dois programas seguintes sao equivalentes.

int f(int x,int y) { int f(int a,int b) {

return x+y; return atb;

} }

A conversao-« formaliza esta nocao de equivaléncia.



Conversao-a

(AXM) = (\y M[y/x]) sey ¢ BV(M)U FV(M)

Exemplos:

AX. XY —q AZ.XY[2/X] = Nz.zy
AX. XY o NV XYY/X] = Ay.yy porque y € FV(xy)



Equivaléncia-a

Consideramos M ~ Nse M —, N.

Exemplo:
AX. XYy ~ N\z.zy

Mais geralmente:
M~N se MEMo—)aM1 —)aM2—>a~--—>aMkEN

com k > 0.
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Conversao-f

(A M)N) =5 MIN/x]  se BV(M)N FV(N) =0

Exempilo:
((Ax (xx)) (y 2)) =5 (x0)[(y 2)/x] = ((y 2) (¥ 2))
N

Corresponde a invocacao de uma funcao:
@ x é o parametro formal;
@ M é o corpo da funcao;
@ N é o argumento.



Captura de variaveis

A condicdo BV (M) n FV(N) = () é necessaria para evitar
captura de variaveis:

M N
(O Dy x) V) =5 Oy x)ly/x] v € BY(M) N FV(N) # 0

=(\yy)

Usamos conversdes-a para evitar a captura da variavel y:
M N
(Ax (O x)y) =0 (x Dzx) )
—5 (Azx)[x/y] BV(M)n FV(N) =10
=(\zy)



Conversao-n

(A (Mx)) =, M

@ Simplifica uma abstrac¢ao redudante:
((Ax(Mx))N) =g (MN) logo (Ax(Mx))~M

@ Apenas necessaéria para garantir a unicidade da forma
normal (mais a frente)

@ Nao é necessaéria para a implementacao de linguagens
funcionais



Currying

N&o necessitamos de abstracbes de duas ou mais variaveis:
Axy.M = (Ax(\y M))
Substituimos os argumentos um de cada vez:

((xy.-M) P Q) = (Ax (Ay M)) P) Q)
= (A M)[P/X] Q)
—5 M[P/x][Q/y]

Esta codificacdo chama-se “currying” como referéncia ao nome
do légico Haskell Curry (embora tenha sido inventada
anteriormente por Moses Schonfinkel).



Reducobes

Escrevemos M — N se M reduz num passo a N usando
conversdes 5 ou 7.

Escrevemos M — N para a reducao em multiplos passos (—*).



lgualdade

Escremos M = N se M se pode converter em N por zero ou
mais reducdes ou expansdes; ou seja, a relagéo (— U —1)*.

Exempilo:
a((\y.by)c) = (Ax. ax)(bc)

porque
a((\y.by)c) — a(bc) « (Ax. ax)(bc)

Intuicdo: se M = N entdo M e N s&o termos com 0 mesmo
“resultado”.



Forma normal

Se nao existir N tal que M — N, entdo M esta em formal
normal.

M admite forma normal N se M — N e N estd em forma
normal.

Exemplo:
(Ax.ax) ((\y.by)c) — a((\y.by) c) — a(bc) 4

Logo: (Ax.ax) ((\y. by) c) admite forma normal a(bc).
Analogia: resultado de uma computagéo.



Termos sem forma normal

Nem todos os termos admitem forma normal:

Q = ((Ax. x x) (Ax. x X))
—g (xXx)[(Ax. x x)/x]
= (M. xx)(Ax.xx)) =Q

Logo:
Q—-Q0-0—---

Analogia: uma computag¢ao que nao termina.



Confluéncia

Podemos efectuar redug¢des por ordens diferentes.
Exempilo:

(Ax.ax) ((\y.by)c) — a((\y.by)c) — a(bc) 4

(Ax.ax) ((\y.by)c) — (Ax.ax) (bc) — a(bc) 4

P: Sera que chegamos sempre a mesma forma
normal?

R: Sim (Teorema de Church-Rosser)



Confluéncia

Teorema (Church-Rosser)
Se M = N entdo existe Ltalque M - Le N — L.

A demonstracao baseia-se na seguinte propriedade:

Diamond property

AN N
Se entdo existe L tal que .
M; Mo \ L /

Mais informacao: ver a bibliografia.



Estratégias de reducao

Como reduzir (M N) — P?

ordem normal: reduzir M e substituir N sem reduzir.
Q M- (MxM)
Q@ M[N/x] - P
ordem aplicativa: reduzir M e N antes de fazer a substituicao
da variavel.
o M — ()\X MI)
QNN
Q M[N/x] - P



Alguns factos sobre reducdes

@ Se areducdo por ambas as estratégias termina, entdo
chegam a mesma forma normal

@ Se um termo admite forma normal, esta pode sempre
obtida pela reducdo em ordem normal

© A reducdo em ordem aplicativa pode ndo terminar mesmo
quando existe forma normal

© A redugdo em ordem normal pode reduzir o mesmo termo
varias vezes



Ordem aplicativa: nao terminacao

Seja Q = ((Ax. x x) (Ax. x x)); vamos reduzir

(Ax.y)Q

Reducao em ordem normal

(Ax.y)Q) —»p y forma normal

Reducdo em ordem aplicativa

((Ax.y)Q) =5 (Ax.y)Q) =5 --- nao termina




Ordem normal: computacéo redudante

Supondo mult um termo tal que
mut NM— Nx M

para codificagbes N, M de nimeros naturais (veremos como
mais a frente).

Definindo
sqr = Ax. mult x x

vamos reduzir
sqr (sqr N)



Ordem normal: computacéo redudante

Reducdo em ordem aplicativa:

sqr (sqr N) — sqr (mult N N) — sqr N> — mul N? N?

Redugao em ordem normal:

sqr (sqr N) — mult (sqr N) (sqr N)
— mult (mult N N) (mult N N)

duplicagao
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Computacéo usando célculo-\

O calculo-) € um modelo de computagao universal: qualquer
funcao recursiva (computavel por uma maquina de Turing)
pode ser codificada no calculo- ).



Computacéo usando célculo-\

Estruturas de dados como boleanos, inteiros, listas, etc. ndo
sao primitivas do célculo-\.

Esta omissao nao é fundamental: estas estruturas podem ser
definidas usando apenas o calculo puro.

Contudo: implementagdes de linguagens funcionais usam
representacoes optimizadas por razdes de eficiéncia.



Valores boleanos

Definimos:
true = \xy. x
false = \xy.y
if = \pxy. pxy
Entao:
iftrueMN — M
iffalse MN — N

Exercicio: verificar as redugbes acima.



Pares ordenados

Um constructor e dois selectores:

pair = A\xyf. fxy
fst = \p. ptrue
snd = \p. pfalse

Temos entao:

fst (pair M N) — fst (Af. f M N)
— (Af.f M N)true
— true M N
- M

Analogamente: snd (pair M N) — N.



Codificar nUmeros naturais

Usando numerais de Church:

0= \x.x
1= Mx.fx
2= MMx.f(fx)

n vezes

Intuicdo: nitera uma fung¢do n vezes.



Operacoes aritméticas

succ = Anfx. f(nf x)
iszero = \n. n(\x. false) true
add = \mnfx. mf(nfx)

Verificar:

succn—n+1
iszeroQ — true
iszero(n+ 1) — false
addnm—»n+m

Analogamente: subtraccao, multiplicacédo, exponenciacao, etc.



Listas

[X1, X2,..., Xn] =~ consxj(consxx(...(consxynil)...

Dois constructores, teste da lista vazia e dois selectores:

nil=X\z.z
cons = \xy. pair false (pair x y)
null = fst

hd = \z.fst(snd z)
tl=)\z.snd(snd z)



Listas

Verificar:

null nil — true
null (cons M N) — false
hd (cons M N) - M
tl(cons M N) - N

NB: (2), (3), (4) resultam das propriedades de pares, mas (1)
nao.



Declaracoes

letx=MinN

Exemplo:

let f = \x.add x x
in \x. f (f x)



Traducéao para o célculo-\

Definimos:
letx=MinN = (Ax.N) M

Entao:
letx=Min N — N[M/x]



Declaracdes imbricadas

N&o necessitamos de sintaxe extra:

let{x=M; y=N}inP
=letx=Min(lety = Nin P)



Declaracodes recursivas

Tentativa:

let f = \x. if (iszero x) 1 (mult x (f (sub x 1)))
inf5

Traducgao:

(M. f5) (\x.if (iszero x) 1 (mult x (f (sub x 1))))

N&o define uma fungao recursiva porque f ocorre livre no corpo
da definicao.



Declarag0es recursivas: combinadores ponto-fixo

Solugdo: usar um combinador ponto-fixo i.e. um termo Y tal
que
YF = F(YF) paraqualquertermo F

Definimos o factorial recursivo como:

let f = Y (\gx.if (iszero x) 1 (mult x (g (sub x 1))))
inf5

Note que g ocorre ligada no corpo da funcéo.



Definicdes recursivas: combinador ponto-fixo
Seja:

YF=F(YF) paraqualquer M
fact = Y (Ag x. if (iszero x) 1 (mult x (g (sub x 1))))

Calculemos:

fact5=Y (\gx....)5
=(Agx....) (Y(A\gx....)) 5
fact
— if (iszero 5) 1 (mult 5 (fact (sub 5 1)))
— if false 1 (mult 5 (fact 4))
— mult 5 (fact 4)
— mult5 (mult4 (... (multi1)...))=12



Combinadores ponto-fixo

Y pode ser definido no calculo- puro (Haskell B. Curry):

Y = M. (Ax. f(xx)) (Ax. f(x X))

Verificagao:
Y F — (Ax. F(xx)) (Ax. F(xx))
— F((Ax. F(xx)) (Ax. F(xx)))
+— F(YF)
Logo
YF=FYF)

Ha uma infinidade de outros combinadores ponto-fixo (ver a
bibliografia).
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