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Aula anterior

@ Operagbes sobre arvores binarias ordenadas:
@ pesquisa;
@ insergéo;
© remocao.
@ Estas operacdes sao mais eficientes sobre arvores
equilibradas (menor altura).

@ Ainsercao e remogao preservam a ordenagcdo mas nao
preservam o equilibrio.
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Nesta aula

Vamos ver arvores binarias que preservam as duas
propriedades:

ordenacdo: o valor em cada né é maior que os valores a esquerda
€ menor que os valores a direita;

equilibrio: em cada né a altura das sub-arvores esquerda e direita
difere 1 no méximo.

Tais estruturas de dados designam-se arvores de pesquisa
auto-equilibradas.
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Arvores AVL

@ Primeiras arvores de pesquisa auto-equilibradas
(Adelson-Velskii e Landis, 1962).

@ Mantém automaticamente as propriedades de ordenacgao
e equilibrio.
@ A pesquisa é efetuada como anteriormente.

@ Apoés cada insergdo ou remocgao efetuamos rotagoes da
arvore para re-establecer o equilibrio (se necessario).

Vamos seguir a apresentac¢ao no capitulo 9 do livro de Bird e
Wadler (ver bibliografia).
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Arvores AVL (cont.)

A declaracao de tipo € idéntica as arvores de pesquisa simples.

data Arv a = No a (Arv a) (Arv a)
| Vazia
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Arvores AVL (cont.)

Necessitamos de fung¢des auxiliares para calcular a altura e o
desvio de uma arvore (a diferenca entre a altura esquerda e
direita).

altura :: Arv a -> Int
altura Vazia = 0
altura (No _ esq dir) = 1 + max (altura esq) (altura dir)

desvio :: Arv a -> Int
desvio Vazia = 0
desvio (No _ esq dir) = altura esq - altura dir
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Propriedade AVL

Propriedade AVL

Para cada sub-arvore duma arvore AVL, o desvio s6 pode ser
1, 00u —1.

Esta propriedade é invariante:
@ assumimos que é vélida antes de qualquer operacéo;
@ vamos garantir que é preservada apds a operacao.
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Arvores AVL: pesquisa

A pesquisa é feita exactamente como no caso de arvores
simples.

pesquisaAVL :: Ord a => a -> Arv a -> Bool
pesquisaAVL x Vazia = False
pesquisaAVL x (No y esq dir)

| x==y = True

| x<y = pesquisaAVL x esq
pesquisaAVL x dir

| X>y

Como a arvore nao é modificada, a propriedade AVL é mantida
trivialmente.

Pedro Vasconcelos DCC/FCUP Programagao Funcional 162 Aula — Arvores equilibradas



Arvores AVL: insergao

A insergao dum valor numa arvore binaria pode modificar o
desvio de alguma sub-arvore para 2 ou —2; nesses casos
vamos efectuar rotacdes para corrigir o desvio.

Seja t = (No _t' _) a sub-arvore tal que desvio t = 2:
se desvio t' € 1 ou 0: efectuamos uma rotacédo simples de t
para a direita;

se desvio t' = —1: efectuamos duas rotacoes; primeiro
rodamos t’ para a esquerda e depois rodamos t
para a direita.

O caso em que desvio t = —2 é simétrico.
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Rotacao simples a direita

Diagrama (anotando cada n6é com a sua altura):
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/| N I\ (A
// I ' \\ ' \\ I \\
/[l | | %7\ | tE\ | t§7\

Note que a raiz da &rvore resultante tem desvio O ou -1 e a
sub-arvore direita tém desvio 1 ou 0.
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Rotacdes simples: implementacao

rodar_dir :: Arv a -> Arv a

rodar_dir (No x (No y t1 t2) t3) = No y t1 (No x t2 t3)
rodar_dir t = t -- identidade nos outros casos

rodar_esq :: Arv a -> Arv a

rodar_esq (No x t1 (No y t2 t3)) = No y (No x t1 t2) t3
rodar_esq t = t -- identidade nos outros casos
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Propriedades das rotacoes

Notar que as rotagdes preservam a ordem entre valores, i.e.
para qualquer arvore t temos:

listar t = listar (rodar_dir t)
listar t = listar (rodar_esq t)

Em particular: se t € uma arvore ordenada, entdo rodar_dir t e
rodar_esq t também sao ordenadas.
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Rotacdo composta (esquerda-direita)

Configuragao inicial:
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Rotacado composta (esquerda-direita) (cont.)

Apds a 12 rotagdo para a esquerda:
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Rotacado composta (esquerda-direita) (cont.)

Apoés a 22 rotagao para a direita:

N

h+1

h+1
h hlh —1 hlh —1 h
K [/I ] [|\] "
//I // I I A I\\
/tl | /713 | |

Note que a raiz tem desvio 0, a sub-arvore esquerda tem
desvio O ou 1 e adireita O ou -1.
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Corrigir desequilibrio

Vamos definir uma fungéo para requilibrar uma arvore com
desvio 2 usando uma ou duas rotagoes.

corrige_dir :: Arv a -> Arv a
Analogamente, definimos outra funcao para a situacao
simétrica em que o desvio é -2.

corrige_esq :: Arv a -> Arv a
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Corrigir desequilibrio (cont.)

corrige_dir :: Arv a -> Arv a

corrige_dir (No x tl1 t2)
| desvio t1 == -1 = rodar_dir (No x (rodar_esq t1) t2)
| otherwise = rodar_dir (No x t1 t2)

corrige_dir t = t -- identidade noutros casos

corrige_esq :: Arv a -> Arv a

corrige_esq (No x t1 t2)
| desvio t2 == 1 = rodar_esq (No x t1 (rodar_dir t2))
| otherwise = rodar_esq (No x t1 t2)

corrige_esq t = t -- identidade noutros casos
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Re-equilibrar a arvore

A fungéo seguinte verifica o desvio da arvore e, se necessario,
aplica uma das funcdes de correccao.

re_equilibrar :: Arv a -> Arv a
re_equilibrar t

| d== 2 = corrige_dir t

| d== -2 = corrige_esq t

| otherwise = t
where d = desvio t
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Inserir um valor

Modificamos agora a insercdo em arvores simples para
re-equilibrar a arvore apés cada chamada recursiva.

inserirAVL :: Ord a => a -> Arv a -> Arv a
inserirAVL x Vazia = No x Vazia Vazia
inserirAVL x (No y esq dir)
| x==y --jaocorre
= No y esq dir
| x<y --inserir a esquerda
= re_equilibrar (No y (inserirAVL x esq) dir)
| x>y  --inserir a direita
= re_equilibrar (No y esq (inserirAVL x dir))
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Inserir 0 valor 3 na seguinte arvore AVL.

5
RN
2 6
RN
1 4
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Exemplo (cont.)

Apds a insergao simples, a raiz tem desvio 2 e a sub-arvore
esquerda tem desvio -1...
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Exemplo (cont.)

Apoés a 12 rotagao a esquerda, a sub-arvore esquerda fica tem
desvio 1...

5
RN
4 6
RN
2 3
/

1

Pedro Vasconcelos DCC/FCUP Programagao Funcional 162 Aula — Arvores equilibradas



Exemplo (cont.)

Apoés a 22 rotagao a direita, a arvore fica equilibrada.

4
RN
2 5

RN AN
1 3 6
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Remover um valor

Exercicio: escrever a fungdo para remover um valor duma
arvore AVL mantendo-a equilibrada.

removerAVL :: Ord a => a -> Arv a -> Arv a

Sugestao: efectuar a remog¢@o como no caso simples e usar as
funcdes de rotacao para re-equilibrar.
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Evitar re-calcular alturas

Exercicio (aula TP):
@ 0 calculo dos desvios necessita da altura de cada né;

@ podemos evitar re-calcular guardando esta informag&o nos
nds da arvore.
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