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Raciocinio equacional

Para simplificar expressdes matematicas podemos usar
igualdades algébricas como regras de re-escrita.

Este tipo manipulacdo chama-se raciocinio equacional.
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Algumas igualdades algébricas

X+y=y+x comutatividade de +
X*y=YyxX comutatividade de *
X+(y+2)=(x+y)+z associatividade de +
Xx(y*x2)=(x*y)*z associatividade de =

x*x(y+2z)=xx*y+xxz distributividade de * sobre +

Podemos substituir os lados esquerdos pelos lados direitos ou
vice-versa.
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(x+y)x(x+y) {distributividade}
= (X+y)sx+(XxX+y)xy {comutatividade de *}
= Xx(X+y)+(X+Yy)xy {distributividade}
= X*xX+Xxy+(X+y)xy {comutatividade de *}
= X*xX+Xxy+yx(x+y) {distributividade}
= X*xX+Xx*xy+yxx+yxy {comutatividade de *}
= X*X+XkY+Xky+yxy {distributividade}
= XxX+(1+1)sxxxy+yxy {abreviaturas}
= X°42xy + y?
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Raciocinio equacional sobre programas

Podemos mostrar propriedades de programas em Haskell
usando definigcdes de fungdes como regras de re-escrita.
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Raciocinio equacional sobre programas (cont.)

Vamos mostrar que

reverse [x] = [x]

usando as definigbes seguintes:

reverse []
reverse (x:xs)

(] ++ ys
(x:x8) ++ ys

ys

X

(] (reverse.1)
reverse xs ++ [x] (reverse.2)

(++.1)
(xs++ys) (++.2)
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Comegamos pelo lado esquerdo:
reverse [x]

{notacao de listas}

reverse (x:[])

{reverse.2}

reverse [] ++ [x]
{reverse.1}
0 ++ [x]
{++.1}
= [x]
Obtemos a expresséo do lado direito.

Pedro Vasconcelos DCC/FCUP Programagéo Funcional 192 Aula — Raciocinar sobre programas



Porqué provar propriedades de programas?

@ Verificagdo formal da correcgéo

@ nprovar propriedades universais
@ garantia de resultados correctos para quaisquer valores
© garantia de terminagéo e auséncia de erros

@ Simplificacao e transformacao
@ transformar programas usando igualdades
@ sintetizar programas apartir de requisitos (especificagdes)
© obter um programa eficiente a partir de um mais simples

“Testing shows the presence, not the absence of bugs.”
— E. Disjkstra
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Porqué em Haskell?

Podemos usar raciocinio equacional sobre programas Haskell
porque sao definidos por equacdes.

Por contraposicao: programas imperativos sdo definidos por
sequéncias de instru¢cées — nao sao equagodes.

Exemplo
Apds a instrugéo

n = n+l; // em C,C++,Java. ..

nao podemos substituir n por n+ 1 — trata-se duma atribuicao
e ndo duma equagao.
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Recurséo e inducao

Em programacéo funcional usamos recursao para definir
fungdes sobre numeros naturais, listas, arvores, etc.

Além de raciocinio equacional, necessitamos de inducao
matematica para provar propriedades dessas fungdes.
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Exemplo: nUmeros naturais

data Nat = Zero | Succ Nat

Construidos apartir do zero aplicando o sucessor:

Zero

Succ Zero

Succ (Succ Zero)

Succ (Succ (Succ Zero))

Cada natural é finito mas ha uma infinidade de nimeros
naturais.
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Indugao sobre naturais

Para provar P(n) basta:
@ mostrar P(Zero)
@ mostrar P(Succ n) usando a hipétese de indugao P(n)

Formalmente

P(Zero)
P(n) = P(Succ n) paratodo n

P(n) paratodo n
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Adicao de naturais

(+) :: Nat -> Nat -> Nat
Zero +m =m (+.1)
Succ n + m = Succ (n + m) (+.2)

Vamos mostrar

n + Zero = n

usando indugéo sobre n.
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Adicao de naturais (cont.)

Obrigacdes de prova:
caso base: Zero + Zero = Zero

caso indutivo: n + Zero = n = Succ n + Zero = Succ n
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Prova por indugao

Caso base

Zero + Zero
= {+.1}
Zero
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Prova por inducao (cont.)

Caso indutivo

Hipétese: n + Zero = n

Tese: Succ n + Zero = Succ n

Succ n + Zero
{+.2}

Succ (n + Zero)
{hipdtese de indugao}

Succ n
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Outro exemplo

Exercicio: provar a associatividade da adicao
X+(y+2)=(x+y)+2z

por inducao sobre x.

Pedro Vasconcelos DCC/FCUP Programagéo Funcional 192 Aula — Raciocinar sobre programas



Indugao sobre inteiros

Podemos também usar indugéo sobre inteiros pré-definidos.
Nesse caso temos de escolher um valor base (por ex.: 0).

P(0)
P(n) = P(n+1) paratodon>0

P(n) paratodon>0

Note que a propriedade fica provada apenas para inteiros > 0.
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length :: [a] -> Int

length [] =0 (length.1)
length (x:xs) = 1 + length xs (length.2)
replicate :: Int -> a -> [a]
replicate 0 x = [] (replicate.1)
replicate n x | n>0

= x : replicate (n-1) x (replicate.2)

Vamos mostrar
length (replicate n x) = n

usando inducao sobre n.
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Prova por indugao

Caso base

length (replicate 0 x) =0

length (replicate 0 x)
{replicate.1}

length []
{length.1}
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Prova por indugao (cont.)

Case indutivo

Hipotese: length (replicate n x) = n
Tese: length (replicate (1+n) x) = 1+n

length (replicate (1+n) x)

{replicate.2}

length (x : replicate n x)
{length.2}

1 + length (replicate n x)
{hip6tese de inducao}

1 +n
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Indugao sobre listas

data [al = [1 | a : [a] -- pseudo-Haskell

Também podemos provar propriedades usando inducao sobre
listas.

P(01)
P(xs) = P(x:xs) paratodo x, xs

P(xs) paratodo xs

Nota: propriedades de listas finitas!
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Vamos mostrar que
xs ++ [] = xs

por indugao sobre xs.

Pedro Vasconcelos DCC/FCUP Programagéo Funcional 192 Aula — Raciocinar sobre programas



O caso base é trivial:

(1 ++ [1 =[] {++.1}

O caso indutivo é também simples.
Hipétese: xs ++ [1 = xs
Tese: (x:xs) ++ [1 = (x:xs)
(x:xs) ++ []
{++.2}
x @ (xs ++ [1)

{hipbtese de indugao}

X:XS
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Segundo exemplo

Mostrar
reverse (reverse xs) = xs

por indugao sobre xs.
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Segundo exemplo

Caso base:
reverse (reverse [])

{reverse.1 interior}

reverse []

{reverse.1}
(]
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Segundo exemplo

Caso indutivo.
Hipétese: reverse (reverse xs) = xs

Tese: reverse (reverse (x:xs)) = x:xs

reverse (reverse (x:xs))

{reverse.2 interior}

reverse (reverse xs ++ [x])

?

Necessitamos de um resultado auxiliar para continuar!
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Dois lemas auxiliares

Distributividade de reverse sobre ++

reverse (xs ++ ys) = reverse ys ++ reverse Xxs

Atengao a inversao da ordem dos argumentos!

Para provar o lema acima, necessitamos de mostrar:

Associatividade de ++

(xs ++ ys) ++ zs = xs ++ (ys ++ zs)
y y

Exercicio: provar estes lemas usando indugao.
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De regresso a prova

reverse (reverse (x:xs))

{reverse.2 interior}
reverse (reverse xs ++ [x])

{distributividade reverse/++}

reverse [x] ++ reverse (reverse xs)

{reverse.2, reverse.1}

[x] ++ reverse (reverse xs)
{hipbtese de indugao}

[x] ++ xs

{++.2, ++.1}

X:XS

Pedro Vasconcelos DCC/FCUP Programagéo Funcional 192 Aula — Raciocinar sobre programas



Outros tipos de dados recursivos

Podemos associar um principio de inducao a cada tipo de
dados recursivo.

Exempilo:
data Arv a = Vazia | No a (Arv a) (Arv a)

P(Vazia)
P(esq) A P(dir) = P(No x esq dir)

P(t) para toda a arvore t

(Veremos mais exemplos nas aulas teorica-praticas.)
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Sintetizar programas

Podemos usar raciocinio equacional e indugéo para sintetizar
um programa a partir de outro.

Exemplo: transformar um programa noutro equivalente mas
mais eficiente.
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Sintetizar programas (cont.)

A defini¢cao natural de reverse é ineficiente por causa do uso
de ++ na recurséo.

reverse :: [a] -> [a]
reverse [] =[]
reverse (x:xs) = reverse xs ++ [x]

Vamos obter uma versdo mais eficiente eliminando as
concatenacgoes.
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Eliminar concatenacdes

Vamos sintetizar uma funcao

revacc :: [a] -> [a] -> [a]
tal que
revacc Xs ys = reverse Xs ++ ys -- especificagéo

Queremos obter uma definicao recursiva de revacc sem usar
reverse € ++.
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Eliminar concatenacdes

Caso o0 1° argumento seja [].

revacc [] ys
{especificacado de revacc}

reverse [] ++ ys

{reverse.1}
[0 ++ ys
{++.1}
ys
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Eliminar concatenacdes

Caso o 1° argumento seja x:xs.

revacc (x:xs) ys
= {especificacdo de revacc}
reverse (x:xs) ++ ys
= {reverse.2}
(reverse xs ++ [x]) ++ ys
= {associatividade de ++}
reverse xs ++ ([x] ++ ys)
= {++.2, ++.1}
reverse xs ++ (x:ys)
= {especificagdo de revacc}

revacc xs (x:ys)
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Eliminar concatenacdes

Combinando os dois casos obtemos a definicido recursiva de

revacc:
revacc :: [a]l -> [a] -> [a]
revacc [] ys = ys

revacc (x:xs) ys = revacc xs (x:ys)

Concluimos definindo reverse usando revacc.

reverse :: [a]l -> [a]
reverse xs = revacc xs []
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