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Arvores Binarias de Pesquisa - Motivacao

@ Seja S um conjunto de objectos/itens "comparaveis”:

» Sejam a e b dois objectos.
S3o "comparéveis” se for possivel dizer se a < b, a= b ou a > b.
» Um exemplo seriam niimeros, mas poderiam ser outra coisa (alunos
com um nome e n® mecanografico; equipas com pontos, golos
marcados e sofridos, ...)

@ Alguns possiveis problemas de interesse:

» Dado um conjunto S, determinar se um dado item esta em S

» Dado um conjunto S dindmico (que sofre alteracdes: adi¢cdes e
remog¢des), determinar se um dado item esta em S

» Dado um conjunto S dindmico determinar o maior/menor item de S

» Dado um conjunto S dinamico determinar os elementos que estdo
contido num intervalo [a, b]

» Ordenar um conjunto S

@ Arvores Binarias de Pesquisa!
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Arvores Binarias - Terminologia

altura

@ Ao predecessor (unico) de um né, chamamos pai
» Exemplo: O pai de B é A; o pai de C também é A

@ Os sucessores de um né s3o os seus filhos
» Exemplo: Os filhos de A sdo B e C

@ O grau de um né é o seu niimero de filhos
» Exemplo: A tem 2 filhos, C tem 1 filho

@ Uma folha é um né sem filhos, ou seja, de grau 0
» Exemplo: D, E e F sdo nés folha

@ A raiz é o Unico n6é sem pai

@ Uma subarvore é um subconjunto de nés (ligados) da arvore
» Exemplo: {B,D,E} sGo uma sub-arvore
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Arvores Binarias - Terminologia

altura

@ Os arcos que ligam os nés, chamam-se ramos

@ Chama-se caminho a sequéncia de ramos entre dois nés
» Exemplo: A-B-D é o caminho entre A e D

@ O comprimento de um caminho é o niimero de ramos nele contido;
» Exemplo: A-B-D tem comprimento 2

@ A profundidade de um n6 é o comprimento do caminho desde a raiz

até esse n6 (a profundidade da raiz é zero);

» Exemplo: B tem profundidade 1, D tem profundidade 2

@ A altura de uma arvore é a profundidade maxima de um né da arvore
» Exemplo: A arvore da figura tem altura 2
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Arvores Binarias de Pesquisa - Conceito

@ Para todos os nés da arvore, deve acontecer o seguinte:
o valor do né é maior que os valores todos os nés da sua
subarvore esquerda e menor que os valores de todos os nés da
sua subarvore direita

<A >A ~B >B
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Arvores Binarias de Pesquisa - Exemplos

@ Para todos os nés da arvore, deve acontecer o seguinte:
o valor do né é maior que os valores todos os nés da sua
subarvore esquerda e menor que os valores de todos os nés da
sua subarvore direita

Arvore 3 Arvore 4

(5) (5)
(4) ® (3) (7)

@ @ ONEOIONE,

N&o é Arvore Nao é Arvore
Binaria de Pesquisa  Binaria de Pesquisa

Arvore 1 Arvore 2

(7
© (9)

& @® @

Arvore Binéaria Arvore Binaria
de Pesquisa de Pesquisa

@ Nas arvores 1 e 2 as condi¢des sdo respeitadas

@ Na arvore 30 nd 7 estd a esquerdadonéd 5 mas7 >5

@ Na arvore 4 o n6 2 estd a direito do né 3 mas 2 < 3
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Arvores Binarias de Pesquisa
Consequéncias

@ O menor valor de todos esta... no né mais a esquerda

@ O maior valor de todos est3... no né mais a direita
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Arvores Binarias de Pesquisa - Pesquisar um valor

contains(7) ?
true

@ Comecgar na raiz, e ir percorrendo a arvore

@ Escolher ramo esquerdo ou direito consoante o valor seja menor ou
maior que o né "actual”
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Arvores Binarias de Pesquisa - Pesquisar um valor

contains(4) ?
false

@ Comecar na raiz, e ir percorrendo a arvore

@ Escolher ramo esquerdo ou direito consoante o valor seja menor ou
maior que o né "actual”
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Arvores Binarias de Pesquisa - Pesquisar um valor

@ Pesquisar valores em arvores binarias de pesquisa:

Pesquisa numa arvore binaria de pesquisa
contains( T, v):
Se Nulo(T) entdo
devolver false
Senao se v < T.valor entao
devolver contains( T .esquerdo, v)
Sendo se v > T.valor entdao
devolver contains( T .direito, v)
Senao
devolver true
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Arvores Binarias de Pesquisa - Inserir um valor

e insert(4)

2B =
ONOIO

@ Comecar na raiz, e ir percorrendo a arvore

@ Escolher ramo esquerdo ou direito consoante o valor seja menor ou
maior que o n6é "actual”

@ Inserir na posicdo folha correspondente

Nota: Normalmente se valor for igual a um ja existente... n3o se insere. Caso
desejemos ter valores repetidos (um multiset) temos de ser coerentes e assumir
sempre uma posicdo (ex: sempre a esquerda, ou seja, nés do ramo esquerdo
seriam < e nds do ramo direito seriam >)
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Arvores Binarias de Pesquisa - Inserir um valor

@ Inserir valores em arvores binarias de pesquisa:

Inserir numa arvore binaria de pesquisa
insert(T,v):
Se Nulo(T) entdo
devolver Novo N6(v)
Sendo se v < T.valor entao
devolver T.esquerdo = insert( T .esquerdo, v)
Senao se v > T.valor entao
devolver T.direito = insert(T .direito, v)
Sendo
devolver T
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Arvores Binarias de Pesquisa - Remover um valor

@ Comecar na raiz, e ir percorrendo a arvore até encontrar o valor

@ Ao retirar o valor o que fazer a seguir?

» Se o né que retiramos s6 tiver um ramo filho, basta "subir” esse filho
até a posicdo correspondente
» Se tiver dois ramos filhos, os candidatos a ficarem nessa posi¢c3o s3o:
* O maior né do ramo esquerdo, ou
* O menor né do ramo direito
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Arvores Binarias de Pesquisa - Remover um valor

@ Depois de encontrar o nd é preciso decidir como o retirar
» Casos possiveis (se ndo ndo for folha):

&
A
/\ /\ /N

U

®

®
G
/\
U
®
AN AN

o ©
AVAWAVA
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Arvores Binarias de Pesquisa - Remover um valor

Exemplo com dois filhos
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Arvores Binarias de Pesquisa - Remover um valor

Exemplo s6 com um filho
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Arvores Binarias de Pesquisa - Visualizacao

@ Podem visualizar a pesquisa, insercdo e remog¢ao
(experimentem o url indicado):

https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/BST.html

Binary Search Tree

Searching for 0007 : 0007 = 0007 (Element found!)

DDQ
0005 DDD

0002 @

Skip Back Step Back play Step Forward Skip Forward

Animation Paused

Animation Speed
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Arvores Binarias de Pesquisa - Complexidade

@ Como caracterizar o tempo que cada operacdao demora?
» Todas as operagdes procuram um né percorrendo a altura da arvore

Complexidade de operacées numa arvore binaria de pesquisa

Seja h a altura de uma arvore binaria de pesquisa T. A complexidade de
descobrir o minimo, o maximo ou efetuar uma pesquisa, uma insercdo ou
uma remogdo em T é O(h).
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Desiquilibrio numa Arvore Binaria de Pesquisa

@ O problema do método anterior:

A altura da arvore pode ser da ordem de O(n) (n, nimero de elementos) )

(a altura depende da ordem de insercdo e existem ordens "mas”)
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Arvores equilibradas

@ Queremos arvores... equilibradas

VS

@ Numa éarvore equilibrada com n nés, a altura é ... O(logn)
Nés no nivel | Total de Nés
1=270 | 1 =2"1-1
2=2"1 3 =272-1
4=2"2 7 =273-1

O0OO00O00Q0s8=2"3 | 15=2"4-1
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Arvores equilibradas

Dado um conjunto de nimeros, por que ordem inserir numa arvore
binaria de pesquisa para que fique o mais equilibrada possivel?

)

Resposta: “pesquisa bindria” - se os nimeros estiverem ordenados, inserir

o elemento do meio, partir a lista restante em duas nesse elemento e
inserir os restantes elementos de cada metade pela mesma ordem

(o000
& @

(oonn 3\ © i'cc?
NANGANGANG
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Altura para uma ordem aleatéria

Altura de uma arvore com elementos aleatoria

Se inserirmos n elementos por uma ordem completamente aleatéria numa
arvore binaria de pesquisa, a sua altura esperada é O(log n)

@ Se tiverem curiosidade em ver uma prova espreitem o capitulo 12.4 do
livro “Introduction to Algorithms” (n3o é necessério saber para exame)

@ Para dados puramente aleatérios, a altura média é portanto O(log n)
a medida que vamos inserindo e removendo
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Estratégias de Balanceamento

@ E se n3o soubermos os elementos todos a partida e tivermos de
dinamicamente ir inserindo e removendo elementos?
(e querendo precaver contra "mds ordens” de insercdo/remogdo

@ Existem estratégias para garantir que a complexidade das operacGes
de pesquisar, inserir e remover sdo melhores que O(n)

Arvores equilibradas: Outras estruturas de dados:
(altura O(log n)) > Skip List

» AVL Trees » Hash Table

» Red-Black Trees » Bloom Filter

» Splay Trees

> Treaps
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Estratégias de Balanceamento

@ Caso simples: como balancear a arvore seguinte (entre parentesis
estd a altura):

(A) (B)
Ko & n
VN JaN/AN

Esta operacdo base chama-se de rotacao a direita )
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Estratégias de Balanceamento

@ As operacgdes de rotagdo relevantes siao as seguintes:
» Note que é preciso ndo quebrar a condi¢cdo de ser arvore binaria de
pesquisa

Rotagdo a direita

® ®
S S AR
VA AV

Rotacdo a esquerda

® ®
m R = R A
2\/2\ LN
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Arvores AVL

Arvore AVL

ya

E uma arvore binaria de pesquisa que garante que para cada né da arvore,
a altura da subarvore da esquerda e da subarvore da direita diferem no
maximo em uma unidade (invariante de altura).

Arvore AVL ﬁ

Nso Arvore AVL

@ Quando se inserem ou removem nds, alteramos a arvore de forma a
manter o invariante da altura
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Arvores AVL

@ Inserir numa arvore AVL funciona como inserir numa arvore binaria
de pesquisa qualquer, porém, a arvore pode deixar de ser balanceada
(de acordo com o invariante de altura)

@ Os seguintes casos podem ocorrer:

Y Z Y Z
(h+2) (h) (h) (h+2)
Desnivel de 2 para a esquerda Desnivel de 2 para a direita

@ Vejamos como corrigir o primeiro com as rotacdes simples, corrigir o
segundo é analogo mas com as rotagbes para o lado contrério
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Arvores AVL

@ Dentro do primeiro caso, temos duas possibilidades da forma da
arvore AVL

@ A primeira:

i
AN A AN /N

Correcao a esquerda, caso 1 J

Corrige-se efetuando uma rotacao para a direita a comegar em X

@ Nota: a altura de Y pode ser h+ 1 ou h, esta corre¢do funciona para
ambos os casos
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Arvores AVL

@ A segunda:

Correcdo a esquerda, caso 2

Corrige-se efetuando uma rotagdo para a esquerda a comegar em Y,
seguida de uma rotagdo a direita a comecar em X

@ Nota: a altura de Y712 ou de Y5, pode ser h ou h — 1, esta corregdo
funciona para ambos os casos
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Arvores AVL

@ Ao inserir n6s causamos desniveis nas alturas das subarvores de nds

@ Para os corrigir, aplicam-se opera¢des de rotacdo ao longo do
caminho onde foi inserido o novo né

@ Existem dois tipos de desnivel: um a esquerda e um a direita,
analogos

@ Cada tipo de desnivel tem dois casos possiveis, que se resolvem com
diferentes aplicacGes de rotacdes
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Arvores AVL

@ Exemplo de insercdes de nds:

O ®
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Arvores AVL

o Exemplo de insercdes de nés:

@O @
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Arvores AVL

@ Exemplo de insercdes de nds:

+
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Arvores AVL

o Exemplo de insercoes de nds:
@
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Arvores AVL

@ Exemplo de insercdes de nds:

(6)+
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Arvores AVL

o Exemplo de insergdes de nds:
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Arvores AVL

o Exemplo de inser¢des de nés:

(5)+
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Arvores AVL

o Exemplo de insercoes de nds:
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Arvores AVL

o Exemplo de insercdes de nds:
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Arvores AVL

@ Para remover elementos, aplicamos a mesma ideia da insercdo
@ Primeiro, encontra-se o né a remover

@ Aplica-se uma das modifica¢des vistas para o caso das arvores
binarias de pesquisa

@ Aplicam-se rotagbes conforme os casos analizados ao longo do
caminho do né removido até a raiz
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Arvores AVL

@ Para a operacdo de procura, apenas se percorre no maximo a altura
da arvore

@ Para a operacdo de insercao, percorre-se a altura da arvore e
aplicam-se no maximo duas rotagdes (porqué sé duas?), que duram
tempo O(1)

@ Para a operacdo de remocao, percorre-se a altura da arvore e
aplicam-se no maximo duas rotacdes por cada né no caminho da
altura

@ Conclui-se que a complexidade de cada operagdo é O(h), onde h é a
altura da arvore

Qual é a altura maxima da arvore? )
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Arvores AVL

@ Para calcular o pior caso da altura de uma arvore a qualquer
momento faremos o seguinte exercicio:

» Qual a menor arvore AVL (vélida segundo o invariante da altura) com
altura exatamente h?
» Chamaremos ao nimero de nés numa arvore com altura h de N(h)
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Arvores AVL

: 7

Altura 0
Altura 1 Altura 2

g

Altura 4
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Arvores AVL

@ Sumarizando:

» N0)=1
> N(1) =2
» N(2)=4
» N(3)=7
» N(4)=12

N(hy=N(h—-2)+N(h-1)+1
@ Tem um comportamento semelhante a da sequéncia de Fibonacci!
@ Recordando das aulas de algebra linear:

» N(h) = ¢h

> log(N(h)) =~ log(¢)h

» h=~ @ log(N(h))

A altura h de uma arvore AVL com n nés obedece a: h < 1.44 log(n) J
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Arvores AVL

@ Vantagens das arvores AVL:
» Operacdes de pesquisa, insercdo e remocdo com complexidade
garantida de O(log n);
» Pesquisa muito eficiente (em relagdo a outras estruturas semelhantes),
pois o limite para a altura de 1.44log(n) é pequeno;

o Desvantagens das arvores AVL:

» Implementag3do complexa (podemos simplificar a remog¢&o usando uma
técnica de lazy delete, semelhante a ideia de reconstruir);

» Implementacdo requer mais dois bits de meméria por né (para guardar
o desnivel de alturas);

» Inser¢do e remogdo menos eficientes (em relagdo a outras estruturas
semelhantes) por ter de garantir uma altura maxima menor;

> As rotacBes alteram frequentemente a estrutura da arvore (o que n3o é
bom para estruturas que sejam guardadas em disco);
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Arvores AVL

@ O nome AVL vem dos autores: G. Adelson-Velsky e E. Landis.
O artigo original que as descreve é de 1962 ( "An algorithm for the
organization of information”, Proceedings of the USSR Academy of

Sciences)

@ Podem usar um visualizador de AVL Trees para "brincar” um pouco
com o conceito e verem como sdo feitas as insercoes, remocoes,
rotacOes, etc.
https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/AVLtree.html

AVL Tree

Insert |[4 Delete Find | | Print

skip Back Pause
Animation Speed
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Arvores Red-Black
@ Vamos explorar agora um outro tipo de arvores binarias "equilibradas”
conhecidas como red-black trees

@ Este tipo de arvores surgiu como uma "adaptagdo” da ideia das
arvores 2-3-4 para arvores binarias

@ O artigo original é de 1978 e foi escrito por L. Guibas e R. Sedgewick
("A Dichromatic Framework for Balanced Trees")

@ Os autores dizem que se usaram as cores preta e vermelha porque
eram as que ficavam melhor quando impressas e eram as cores das
canetas que tinham para desenhar as arvores :)
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Arvores Red-Black

Arvore Red-Black

)l

E uma arvore binaria de pesquisa onde cada né é preto ou vermelho e:
o (root property) A raiz da arvore é preta
o (leaf property) As folhas sdo nés (nulos/vazios) pretos
o (red property) Os filhos de um né vermelho sdo pretos
o (black property) Para cada da né, um caminho para qualquer uma
das suas folhas descendentes tem o mesmo nimero de nés pretos

Arvore Red-Black Nao e Arvore Red-Black Nao é Arvore Red-Black
("red property" nédo respeitada) ("black property" ndo respeitada)
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Arvores Red-Black

@ Por uma questao visual, por vezes as imagens mostradas podem n3o
conter os nés "nulos”, mas podem assumir que eles existem
Aos nés ndo nulos chamamos de nés internos.

e

@ O n? de nés pretos no caminho de um né n até as suas folhas (ndo
incluindo o préprio nd) é conhecido como black height e pode ser
escrito como bh(n)

» Ex: — bh(12) =2e bh(21)=1
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Arvores Red-Black

@ Que tipo de "balanceamento” garantem as restricdes dadas?

@ Se bh(n) = k, entdo um caminho do né n até uma folha tem:

» No minimo k nés (todos pretos)
» No méximo 2k nés (alternando vermelho e preto)
[relembra que ndo podem existir dois nds vermelhos seguidos]

@ A altura de um ramo pode entdo ser duas vezes maior que a de um
ramo irm&o (mas n3o mais que isso)
[nas arvores AVL a diferenga maxima de alturas ndo excedia 1]
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Red-Black Trees

Teorema - Altura de uma arvore Red-Black
Uma &rvore red-black com n nés tem altura h < 2 x logy(n + 1)
[ou seja, a altura h de uma red-black tree é O(log n)]

Intuicao:
Vamos fazer merge dos nés "vermelhos” com os seus pais "pretos”:

A

oy R

4

@ Este processo produz uma arvore onde os nés tém 2, 3 ou 4 filhos

@ Esta arvore 2-3-4 tem as folhas a uma altura uniforme de h’
(onde h' é a black height)
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Red-Black Trees

Teorema - Altura de uma arvore Red-Black
Uma arvore red-black com n nés tem altura h < 2 x logy(n+ 1)

[ou seja, a altura h de uma red-black tree é O(log n)]

R PR

A altura da arvore é pelo menos metade da original: b’ > h/2
Uma &rvore binaria completa de altura b’ tem 2" _ 1 nés internos (n&o nulos)

/
O niimero de nés da nova arvore é > 2" — 1 (& uma érvore 2-3-4)

n4+1>2"
log,(n+1) > h > h/2
h<2log,(n+1) O
Arvores Binarias de Pesquisa Equilibradas 2021/2022
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o
o
o
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Arvores Red-Black

@ Como fazer uma insercao?

Insercao de um né numa arvore red-black nao vazia
@ Inserir como numa qualquer arvore binaria de pesquisa
@ Colorir o né inserido de vermelho (acrescentando os nés folha "nulos”)

@ Recolorir e restruturar se necessario (restaurar invariantes)

@ Como a arvore é ndo vazia ndo violamos a root property
@ Como o nd inserido é vermelho n3o violamos a black property

@ A Unica invariante que pode ser quebrada é a red property

» Se o pai do elemento inserido for preto n3o é preciso fazer nada
» Se o pai for vermelho ficamos com dois vermelho seguidos
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Arvores Red-Black

Quando o pai do né inserido é um né preto n3o é preciso fazer nada:

Exemplo:

Adicionar "1"
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Arvores Red-Black

Situagdo de vermelho-vermelho depois de inser¢do (pai vermelho)

@ Caso 1.a) O tio é um né preto e o né inserido x é filho esquerdo

Descricdo: rotacdo de avd a direita seguida de troca de cores entre pai e avd
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Arvores Red-Black

Situagdo de vermelho-vermelho depois de inser¢do (pai vermelho)

@ Caso 1.b) O tio é um né preto e o né inserido x é filho direito

Descricdo: rotacdo a esquerda de pai, seguida dos movimentos de 1.a

[Se o pai fosse o filho direito do avé tinhamos casos semelhantes mas
simétricos em relac3o a estes]
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Arvores Red-Black

Situagdo de vermelho-vermelho depois de inser¢do (pai vermelho)

@ Caso 2: O tio é um né vermelho, sendo x o né inserido

Descricao: trocar cores de pai, tio e avd

Agora, se o pai do avé for vermelho temos nova situagdo de
vermelho-vermelho e basta voltar a aplicar um dos casos que ja
conhecemos (se avé for raiz, colocamos a preto)
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Arvores Red-Black

@ Vamos visualizar algumas insercdes (experimentem o url indicado):

https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/RedBlack.html
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Arvores Red-Black

@ O custo de uma insergdo é portanto O(log n)

» O(log n) para chegar ao local a inserir
» O(1) para eventualmente recolorir e re-estruturar

@ As remocoes sio parecidas em espirito mas um pouco mais
complicadas, sendo que gastam também O(log n)
(ndo vamos detalhar aqui na aula - podem experimentar visualizar)
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Arvores Red-Black

e Comparacdo de arvores Red-Black (RB) com &rvores AVL

>

Ambas s3do implementac¢des de arvores binarias de pesquisa
balanceadas (pesquisa, inser¢do e remo¢do em O(log n))

RB s3o um pouco menos balanceadas no pior caso
RB com altura ~ 2log(n) vs AVL com altura ~ 1.44log(n)

RB demoram um pouco mais a pesquisar elementos
(no pior caso, por causa da altura)

RB s3o um pouco mais réapidas a inserir/remover
(rebalanceamento mais "leve”)

Ocupam um pouco menos de memoria
(RB sé precisam da cor, AVL precisam do desnivel)
RB s3o (provavelmente) mais usadas nas linguagens usuais
Exemplos de estruturas de dados que usam RB:
* C++ STL: set, multiset, map, multiset

* Java: java.util. TreeMap , java.util. TreeSet
* Linux kernel: scheduler, linux/rbtree.h
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Outros tipos de arvores

@ Existem muitos mais tipos de arvores de pesquisa ou outras estruturas
de dados com o mesmo tipo de finalidade (find, insert, remove)

@ Um exemplo s&o as splay trees (com um comportamento
adaptativo):

» Quando um elemento é procurado ou inserido, fica no topo da arvore

» Para isso é usada uma operag¢ao chamada de splay
(semelhante a rotacdes sucessivas para trazer o elemento para a raiz)

» Se um elemento for frequentemente acedido, gasta-se menos para
chegar a ele. Isto pode ser Gtil em vérias situagdes.
Ex: um router precisa de converter IPs em conexdes fisicas de saida.
Quando um pacote com um IP chega, é provavel que o mesmo IP volte
a aparecer muitos vezes nos préximos pacotes.

Espreitem uma visualizacdo:
https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/SplayTree.html
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Uso em C/C++ e Java

@ Qualquer linguagem "que se preze” tem a sua implementacdo de
arvores bindrias de pesquisa equilibradas

@ Na préxima aula pratica terdo oportunidade de interagir com essas
APIs e com cédigo exemplo

@ As principais estruturas de dados sdo:

» set: inserir, remover e procurar elementos
» multiset: um set com possibilidade de ter elementos repetidos
» map: array associativo (associa uma chave a um valor)
ex: associar strings a ints)
» multimap: um map com possibilidade de ter chaves repetidas

@ Os nés podem conter quaisquer tipos desde que sejam comparaveis

@ Como existe ordem, podem-se usar iteradores para percorrer as
arvores de forma ordenada.
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