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Numeros de Fibonacci

Sequéncia de niimeros muito famosa definida por Leonardo Fibonacci

<

s

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...

Nuameros de Fibonacci
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Numeros de Fibonacci

@ Como implementar?

@ Implementac3o directa a partir da definig3o:

Fibonacci (a partir da definicado)
fib(n):
Se n=0ou n=1 entdo
retorna n
Sendo
retorna fib(n — 1) + fib(n — 2)

@ Pontos negativos desta implementacdo?
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Numeros de Fibonacci

fib(5)
|

e Calculo de fib(5):

fib(4)
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Numeros de Fibonacci

e Calculo de fib(5):

! |
fib(4) fib(3)

fib(3) fib(1)

fin(1) [l fib(1) fib(1) |l fib(0)

fib(1) [l fib(0)

Por exemplo fib(2) é chamado 3 vezes!
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Numeros de Fibonacci

@ Como melhorar?

» Comecar do zero e manter sempre em meméria os dois Gltimos
nimeros da sequéncia

Fibonacci (versdo iterativa mais eficiente)
fib(n):
Se n=0o0u n=1 entdo
retorna n
Senao
i+ 1
<0
Para i <— 2 até n fazer
fh+h
f <= f1
fi < f
retorna f
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Numeros de Fibonacci

@ Conceitos a reter:

» Divisdao de um problema em subproblemas do mesmo tipo

» Calcular o mesmo subproblema apenas uma vez

@ Sera que estas ideias podem também ser usadas em problemas
mais "complicados”?
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Piramide de Numeros

@ Problema "classico” das Olimpiadas Internacionais de Informatica
de 1994

@ Calcular o caminho, que comeca no topo da piramide e acaba na
base, com maior soma. Em cada passo podemos ir diagonalmente
para baixo e para a esquerda ou para baixo e para a direita.

7
3 8
8 10
2 7 4 4
4 52 6 5
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Piramide de Numeros

@ Dois possiveis caminhos:

7 7
3 8 3 8
8 1 0 8 10
2 7 4 4 2 7 4 4
4 52 65 4 52 65

Soma = 21 Soma = 30

@ Restricoes: todos os nlimeros s3o inteiros entre 0 e 99 e o ndmero
de linhas do triangulo é no maximo 100.
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Piramide de Numeros

@ Como resolver o problema?

@ Ideia: Algoritmo greedy

>

Escolher sempre o maior nimero dos dois "descendentes”
N3o funciona! (ex: na pirdmide dada daria 28 e o 6timo é 30)

o |deia: Pesquisa Exaustiva (aka "Forga Bruta”)

>

Avaliar todos os caminhos possiveis e ver qual o melhor.

@ Quanto tempo demoraria? Quantos caminhos existem?

@ Anilise da complexidade temporal:

>
>
>
>

>

Em cada linha podemos tomar duas decisdes: esquerda ou direita
Seja n a altura da piramide. Um caminho s3o... n — 1 decisdes!
Existem ent3o 2"~ caminhos diferentes

Um programa para calcular todos os caminhos tem portanto
complexidade O(2"): exponencial!

299 ~ 6.34 x 10%° (633825300114114700748351602688)
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Piramide de Numeros

@ Quando estamos no topo da pirdmide, temos duas decisdes
possiveis (esquerda ou direita):

7
8
8 INO
2 7 4\ 4
4 5 2 6\5

@ Em cada um dos casos temos de ter em conta todas os caminhos
das respectivas subpiramides.
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Piramide de Numeros

7
8
8 1I\NO
2 7 44
4 5 2 6\5

@ Mas o que nos interessa saber sobre estas subpiramides?

@ Apenas interessa o valor da sua melhor rota interna (que é um
instancia mais pequena do mesmo problema)!

@ Para o exemplo, a solucdo é 7 mais o maximo entre o valor do melhor
caminho de cada uma das subpirdmides
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Piramide de Numeros

@ Ent3o este problema pode ser resolvido recursivamente
» Seja PJ[i][j] o j-ésimo ndmero da i-ésima linha

» Seja Max(i,j) o melhor que conseguimos a partir da posi¢do i, j

1[2]3[4a]5 7
35T 3 8
3810 810
42744 27 44
5|/4|5[2]6]5 4 5 2 6 5
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Piramide de Numeros

Piramide de Niimeros (a partir da definicdo recursiva)

Max(1, j):
Se i = n entdo

retorna P[i][/]
Sendo

retorna P[i][j] + maximo (Max(i + 1,;), Max(i + 1,j + 1))

@ Para resolver o problema basta chamar... Max(1,1)

112345
1|7
2|38
3/8/1|0
4 12| 7|44
5(4|5|2|6]|5
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Piramide de Numeros

@ Continuamos com crescimento exponencial!

Max(1,1)
| ' |
Max(2,2)
| I |
Max(3,2) Max(3,3)
Max(4,3) Max(4,3) [l Max(4,3) [l Max(4,4)

7 7
.(3 8 3,8 3
8.1 0 8 10 8,10
2 4 4 2 4 4 2 4 4
4 6 5 4 6 5 4 6 5
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Piramide de Numeros

@ Temos de reaproveitar o que ja calculamos
» S6 calcular uma vez o mesmo subproblema

@ Ideia: criar uma tabela com o valor obtido para cada subproblema
» Matriz MJi][j]

@ Serd que existe uma ordem para preencher a tabela de modo a que
quando precisamos de um valor ja o temos?
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Piramide de Numeros

o Comegar a partir do fim! (base da pirdmide)
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Piramide de Numeros

o Comegar a partir do fim! (base da pirdmide)
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Piramide de Numeros

o Comegar a partir do fim! (base da pirdmide)
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Piramide de Numeros

o Comegar a partir do fim! (base da pirdmide)
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Piramide de Numeros

@ Tendo em conta a maneira como preenchemos a tabela, até podemos
aproveitar PJi][j]:

Piramide de Nimeros (solucdo polinomial - O(n?))
Calcular():
Para i < n—1 até 1 fazer
Para j «+ 1 até i fazer
P[] < Plilj] + maximo (P[i + 1][j], P[i + 1][j + 1])

@ Com isto a solugdo fica em... P[1][1]

@ Agora o tempo necessario para resolver o problema ja sé cresce
polinomialmente (O(n?)) e j& temos uma solugdo admissivel para o
problema (992 = 9801)
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Piramide de Numeros

@ E se fosse necessario saber a constituicio do melhor caminho?
Basta usar a tabela ja calculada!
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Piramide de Numeros

Para resolver o problema da piramide de nimeros usamos...

Programacao Dinamica

(PD)
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Programacao Dinamica

Programacao Dinamica
Uma técnica algoritmica, normalmente usada em problemas de

optimizacao, que é baseada em guardar os resultados de subproblemas
em vez de os recalcular.

@ Técnica algoritmica: método geral para resolver problemas que tém
algumas caracteristicas em comum

@ Problema de Optimizacdo: encontrar a "melhor” solucdo entre
todas as solugBes possiveis, segundo um determinado critério (fungio
objectivo). Geralmente descobrir um maximo ou minimo.

Classica troca de espaco por tempo J
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Programacao Dinamica

Quais s3o entdo as caracteristicas que um problema deve apresentar para
poder ser resolvido com PD?

e Subestrutura 6tima

e Subproblemas coincidentes
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Programacao Dinamica - Caracteristicas

Subestrutura Otima

Quando a solu¢io 6ptima de um problema contém nela prépria solucdes
Optimas para subproblemas do mesmo tipo

Exemplo

No problema da piramides de niimeros, a solu¢do 6ptima contém nela
prépria os melhores percursos de subpiramides, ou seja, solu¢des dptimas
de subproblemas

@ Se um problema apresenta esta caracteristica, diz-se que respeita o
principio da optimalidade.
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Programacao Dinamica - Caracteristicas

Nem sempre um problema tem subestrutura 6timal

Cuidado! J

Exemplo sem subestrutura 6tima

Imagine que no problema da piramide de nimeros o objectivo é encontrar
o caminho que maximize o resto da divisdo inteira entre 10 e a soma dos
valores desse caminho

1 1
55 5
545 5

A solugdo 6tima (1 — 5 — 5) ndo contém a solugdo étima da subpirdmide
assinalada (5 — 4)
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Programacao Dinamica - Caracteristicas

Subproblemas Coincidentes

Quando um espaco de subproblemas é "pequeno”, isto é, ndo sdo muitos
os subproblemas a resolver pois muitos deles sdo exactamente iguais uns
aos outros.

Exemplo

No problema das pirdmides, para um determinada instancia do problema,
existem apenas n -+ (n — 1) 4 ... + 1 < n? subproblemas (crescem
polinomialmente) pois, como j& vimos, muitos subproblemas que aparecem
sdo coincidentes

v
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Programacao Dinamica - Caracteristicas

Cuidado!
Também esta caracteristica nem sempre acontece.

@ Mesmo com subproblemas coincidentes sdo muitos subproblemas a
resolver
ou

@ Nao existem subproblemas coincidentes.

Exemplo

No MergeSort, cada chamada recursiva é feita a um subproblema novo,
diferente de todos os outros.

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP) Programac@o Dinamica 2022/2023
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Programacao Dinamica - Metodologia

@ Se um problema apresenta estas duas caracteristicas, temos uma
boa pista de que a PD se pode aplicar.

@ Que passos seguir entdo para resolver um problema com PD?

Guia para resolver com PD
@ Caracterizar a solucio 6ptima do problema

Definir recursivamente a solucio 6ptima, em funcdo de solucdes
Optimas de subproblemas

(2]

© Calcular as solugdes de todos os subproblemas: "de tras para a
frente” ou com "memoization”

o

Reconstruir a solu¢do 6tima, baseada nos célculos efectuados
(opcional - apenas se for necessério)

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP) Programac@o Dinamica 2022/2023
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Programacao Dinamica - Metodologia

1) Caracterizar a solugdo 6ptima do problema

@ Compreender bem o problema

@ Verificar se um algoritmo que verifique todas as solu¢des a "forca
bruta” n3o ¢ suficiente

@ Tentar generalizar o problema (é preciso pratica para perceber
como generalizar da maneira correcta)

@ Procurar dividir o problema em subproblemas do mesmo tipo
@ Verificar se o problema obedece ao principio de optimalidade

@ Verificar se existem subproblemas coincidentes
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Programacao Dinamica - Metodologia

2) Definir recursivamente a solugdo 6ptima, em fungao de
solucoes optimas de subproblemas

@ Definir recursivamente o valor da solucao éptima, com rigor e
exactiddo, a partir de subproblemas mais pequenos do mesmo tipo

@ Imaginar sempre que os valores das solucdes dptimas ja estao
disponiveis quando precisamos deles

@ N3o é necessario codificar. Basta definir matematicamente a
recursao.

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP) Programac@o Dinamica 2022/2023
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Programacao Dinamica - Metodologia

3) Calcular as solugdes de todos os subproblemas:
"de tras para a frente”

@ Descobrir a ordem em que os subproblemas s3o precisos, a partir
dos subproblemas mais pequenos até chegar ao problema global
("bottom-up”) e codificar, usando uma tabela.

@ Normalmente esta ordem é inversa a ordem normal da fungdo
recursiva que resolve o problema

Ordem normal de resolugao
Inicio Fim

<

Ordem de optimizagdo usando
programacéao dinamica
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Programacao Dinamica - Metodologia

3) Calcular as solugdes de todos os subproblemas:
"memoization”

@ Existe uma técnica, conhecida como "memoization”, que permite
resolver o problema pela ordem normal (”top-down”).

@ Usar a funcao recursiva obtida directamente a partir da definicdo da
solucdo e ir mantendo uma tabela com os resultados dos
subproblemas.

@ Quando queremos aceder a um valor pela primeira vez temos de
calcula-lo e a partir dai basta ver qual é o resultado ja calculado.
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Programacao Dinamica - Metodologia

4) Reconstruir a solucdo 6tima, baseada nos calculos
efectuados

@ Pode (ou n3o) ser requisito do problema

@ Duas alternativas:

» Directamente a partir da tabela dos sub-problemas
» Nova tabela que guarda as decisGes em cada etapa

@ N3o necessitando de saber qual a melhor solu¢do, podemos por vezes
poupar espaco
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Subsequéncia Crescente

@ Dada uma sequéncia de niimeros:
7,6,10,3,4,1,8,9,5, 2

@ Descobrir qual a maior subsequéncia crescente (n3o
necessariamente contigua)

7,6,10,3, 4 1,8 9, 5 2 (Tamanho 2)
7,6,10,3,4,1,8,9,5, 2 (Tamanho 3)
7,6,10,3, 4, 1,8 9, 5, 2 (Tamanho 4)

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP) Programac@o Dinamica 2022/2023
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Subsequéncia Crescente

1) Caracterizar a solucdo 6ptima do problema J

@ Seja n o tamanho da sequéncia e num(i] o i-ésimo niimero
@ "Forca bruta”, quantas op¢des? Exponencial! (binomial theorem)

@ Generalizar e resolver com subproblemas iguais:
» Seja best(i) o valor da melhor subsequéncia a partir da i-ésima posi¢do

» Caso base: a melhor subsequéncia a comecar da ultima posicdo tem
tamanho... 1!

» Caso geral: para um dado i, podemos seguir para todos os nimeros
entre i + 1 e n, desde que sejam... maiores

* Para esses niimeros, basta-nos saber o melhor a partir dail
(principio da otimalidade)

* O melhor a partir de uma posi¢do é necessario para calcular todas as
posicBes de indice inferior! (subproblemas coincidentes)
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Subsequéncia Crescente

2) Definir recursivamente a solugdo 6ptima, em fungao de
solucoes optimas de subproblemas

@ n - tamanho da sequéncia
@ numli] - ndmero na posicdo i

@ best(i) - melhor subsequéncia a partir da posigdo i

Solucao recursiva para Subsequéncia Crescente
best(n) =1

best(i/) = 1 + maximo{best(j): i < j < n, num[j] > numl[i]}
paral <i<n
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Subsequéncia Crescente

3) Calcular as solugdes de todos os subproblemas:
"de tras para a frente”

@ Seja best[] a tabela para guardar os valores de best()

Subsequéncia crescente (solugdo polinomial - O(n?))
Calcular():

best[n] + 1

Para i < n—1 até 1 fazer
best[i] + 1
Para j < i+ 1 até n fazer

Se num[j] > numli] e 1+ best[j] > best[i] entdo
best[i] <— 1 + best][j]

i |1]2[3[4][5]6]7][8]9]10
num[i] |7 6]10|3|4]1|8|9]|5] 2
best] [3[3| 1 |43 3|2 (1|11
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Subsequéncia Crescente

4) Reconstruir a solugdo 6tima )

@ Vamos exemplificar com uma tabela auxiliar que guarda as decisGes

@ Seja next[i] uma préxima posi¢do para obter o melhor a partir da
posicdo i (’-1" se é a dltima posi¢do).

i 1123 (4|5(6|7|8]|9]10
num[i] | 7 | 6|10 |3 |4|1]8]9 |52
bestfi] (3 (3|1 (4(3|3|2|1|1]|1
nextfi] | 7|7 |-1|5|7|7|8|-1|-1]-1
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Problema do Troco

Vamos revisitar um "velho conhecido”...
f})/ v

> &
7

O problema do troco (problema do cashier)

Input: Um conjunto de valores de moedas S e uma quantia K a criar com
as moedas

Output: O menor nimero de moedas que fazem a quantia K
(podemos repetir moedas)

@ Ja va vimos na semana anterior que um algoritmo greedy nao
funciona para todos os conjuntos de moedas

@ Pesquisa exaustiva sobre todos os conjuntos de moedas também nao
é exequivel em tempo Gtil (ndmero exponencial de hipéteses)
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Problema do Troco

1) Caracterizar a solucdo 6ptima do problema

@ Se utilizar uma moeda de quantia @ ent3o passo a querer saber o
menor nimero de moedas para fazer K — Q (principio da
optimalidade)

@ Intuitivamente, vou precisar de saber muitas vezes o minimo para
uma dada quantia (subproblemas coincidentes)
ex: usando 3+5 vou parar ao mesmo "sitio” que usando 1+1+6 ou 4+4)

@ Seja coins(i) o menor ndmero de moedas para fazer a quantia i
Seja S; a i-ésima moeda e N o niimero de moedas

» coins(i) = 1 se existe moeda de quantia i

» Para todas as outras quantias i/ basta-me ver as moedas S; tal que
S; < i e verificar 1 + coins(i — 5;)
(usar a moeda mais o minimo do restante)

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP) Programacao Dinamica 2022/2023
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Problema do Troco

2) Definir recursivamente a solugdo 6ptima

@ K - quantia que queremos criar com as moedas
@ S; - i-ésima moeda
@ N - nimero de moedas

@ coins[i] - menor nimero de moedas para fazer quantia /

Solucédo recursiva para problema do troco
coins(0) = 0

coins(i) = 1 4+ minimo{coins(i — 5;): 1 <j < N,S; < i}
paral <i< K

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP) Programac@o Dinamica 2022/2023
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Problema do Troco

3) Calcular as solugdes de todos os subproblemas:
"de tras para a frente”

Problema do Troco (solugdo polinomial - O(N x K))
Calcular():
coins[0] < 0
Para i < 1 até K fazer
coins[i] < oo
Para j < 1 até N fazer
Se (S[j] < i e 1+ coins[i — S[j]] < coins[i] entdo
coins|i] <— 1 + coins[i — S|j]]

Exemplo para S = {1,5,8,11}, K =13

i |0|1|2|3|4|5|6|7|38 10 | 11 | 12 | 13
coins[i] | 0|12 /3|4|1|2|3|1|2]|2|1]|2]2

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP)
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Problema do Troco

4) Reconstruir a solugdo 6tima

@ Vamos exemplificar com uma tabela auxiliar que guarda as decisGes
@ Seja use[i] a 12 moeda a usar para obter o minimo nimero de
moedas para fazer a quantia i
@ No final bastava ir "percorrendo” o array de use[i]
» K =13, a primeira moeda € a de 5 (use[13] = 5)
» K =13 —5 =28, a moeda seguinte é a de 8 (use[8] = 8)
» K =8 —8 =0, mais nenhuma moeda é necessaria

Exemplo para $ ={1,5,8,11}, K =13
i |0|1|2|3|4|5|6|7]|38 10 | 11 | 12| 13

coins[i] [0 |1|2]3[4|1]2]3 2 1|22
1(1|1[1[5]1[1[8|1|[5 11|15

(e}

ot
N

use[i] | -

2022/2023
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Obras na Estrada - PD com contagens

@ Este problema saiu na MIUP’2004
(Maratona Inter-Universitaria de Programagdo)
@ Imagine um "quadriculado” de ruas em que:

» Algumas estrada tém obras
» Sé se pode andar para norte e para este
» Maximo tamanho do quadriculado: 30 x 30

=
I"'E
-
=
> 8
s
m

De quantas maneiras diferentes se pode ir de (x1,y1) para (x2, y2)? J
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Obras na Estrada - PD com contagens

1) Caracterizar a solugdo 6ptima do problema J

@ "Forca bruta”, quantas op¢bes?
N = 30, existem ~ 10'® caminhos

@ Para ir de (x1,y1) para (x2,y2) pode ignorar-se tudo o que estd "fora”
desse rectangulo.
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Obras na Estrada - PD com contagens

1) Caracterizar a solucdo 6ptima do problema

@ Namero de maneiras a partir de uma posicao é igual a:
nimero de maneiras desde a posicao a norte

+
nimero de maneiras desde a posicdo a este

@ Subproblema igual com solu¢do n3o dependente do problema
“maior” (equivalente a principio da optimalidade)

@ Existem muitos subproblemas coincidentes!

“HESEE REEEE ESEE &

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP) Programac@o Dinamica 2022/2023
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Obras na Estrada - PD com contagens

2) Definir recursivamente a solugdo 6ptima )

@ L - nimero de linhas

@ C - nimero de colunas

@ count(i,j) - nimero de maneiras a partir da posi¢cio (i, J)

@ obra(i,j,D) - valor booleano (V/F) indicando se existe obra a impedir
deslocagdo de (7,) na direcgdo D (NORTE ou ESTE)

Solucgao recursiva para Obras na Estrada
count(L,C) =1

count(i,j) = valor_norte(i,j) + valor_este(i, j)
para (i,j) # (L, C) onde:

vl el ) = 0 se j = L ou obra(i,j, NORTE)
B il = count(i+1,j)  caso contrario
vl esiE((f, ) = 0 se i = C ou obra(i,j, ESTE)
B )= count(i,j+1)  caso contrario
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Obras na Estrada - PD com contagens

3) Calcular as solugdes de todos os subproblemas: "de tras para a frente” J

Obras na Estrada (solugdo polinomial - O(L x C))
Calcular():
Inicializar count([][] com zeros
count[L][C] + 1
Para i < L até 1 fazer
Para j < C até 1 fazer
Se i < L e ndo(obra(i,j, NORTE)) entdo
count[i][j] + count[i][j] + count[i + 1][/]
Se j < C e n3o(obra(i,j, ESTE)) entdo
countli][j] + countli][j] + count[i][j + 1]

1111
countlIl | 1 | 1 | 1
312 |1
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Jogo de Pedras

@ Existem n pedras numa mesa

@ Em cada jogada retira-se 1, 3 ou 8 pedras
(generalizavel para qualquer ndmero de pegas)

@ Quem retirar as altimas pedras ganha o jogo!

Dado o nimero de pedras, o jogador que comeca a jogar pode
garantidamente ganhar?

Exemplo

15 pedras na mesa: jogador A retira 8
7 pedras na mesa: jogador B retira 3
4 pedras na mesa: jogador A retira 1
3 pedras na mesa: jogador B retira 3
0 pedras na mesa: ganhou jogador B!

v
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Jogo de Pedras

1) Caracterizar a solucdo 6ptima do problema J

@ "Forga bruta”, quantos jogos possiveis? O(3")

@ Como generalizar? Seja win(i) um valor booleano (V/F)
representando se com j pedras conseguimos ganhar (posi¢ao
ganhadora)

» Claramente win(1), win(3) e win(8) sdo verdadeiras
» E para os outros casos?
* Se a nossa jogada for dar a uma posi¢do ganhadora, entdo o adversario
pode forcar a nossa derrota
* Ent3o, a nossa posicdo é ganhadora se conseguirmos chegar a uma
posi¢cdo que n3o o seja!
* Caso todas as jogadas forem dar a posicbes ganhadoras, a nossa
posicdo é perdedora
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Jogo de Pedras

2) Definir recursivamente a solucdo 6ptima J

@ N - nimero de pedras

@ winli] - valor booleano (V/F) indicando se posi¢do i é ganhadora

Solucao recursiva para Jogo de Pedras

win(0) = falso

win(i) =
verdadeiro se (win[i — 1]=F) ou (win[i — 3]=F) ou (win[i — 8]=F)
falso caso contrario
paral < i< N
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Jogo de Pedras

3) Calcular as solugdes de todos os subproblemas:

"de tras para a frente”

Jogo de Pedras (solucdo polinomial)

Calcular():

Para j < 0 até N fazer
Se (i > 1 e win[i — 1]=falso) ou
(i > 3 e win[i — 3]=falso) ou
(i > 8 e win[i — 8]=falso) entdo
win[i] <— verdadeiro

Sendo
win[i] < falso

i o123 5 7 10 | 11 | 12 | 13
winfi] [F|V[F|V Y] Y] V|F|[V]|F
Programacio Dinamica 2022/2023
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Distancia de Edicao
@ Vamos agora ver um exemplo mais "complexo”

Problema - Distancia de Edicao

Consideremos duas palavras pah e palh. O nosso objectivo é transformar
paly em pal, usando apenas trés tipos de transformacdes:

© Apagar uma letra
@ Introduzir uma nova letra
© Substituir uma letra por outra

Qual o minimo nimero de transformacoes que temos de fazer para
transformar uma palavra na outra? Chamamos a esta “medida” distancia
de edicdo (de).

Exemplo

Para transformar "gotas” em "afoga” precisamos de 4 transformacdes:

1) ©) G @

gotas — gota_ — fota — foga — afoga
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Distancia de Edicao

1) Caracterizar a solucdo 6ptima do problema J

@ Seja de(a,b) a distancia de edi¢cdo entre as palavras a e b

@ Seja uma palavra vazia

@ Existem alguns casos simples?

» Claramente de(”",””) é zero

» de(””,b), para qualquer palavra b? E o tamanho da palavra b (temos
de fazer insergdes)

» de(a,””), para qualquer palavra a? E o tamanho da palavra a (temos
de fazer remocdes)

@ E nos outros casos? Temos de tentar dividir o problema por etapas,
onde decidimos de acordo com subproblemas.
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Distancia de Edicao

@ Nenhuma das palavras é vazia

@ Como podemos igualar o final das duas palavras?

» Seja /, a Gltima letra de a e @’ o resto da palavra a
» Seja I a dltima letra de b e b’ o resto da palavra b

@ Se [, = Ip, entdo s6 nos falta descobrir a distancia de edic3o entre &
e b’ (instdncia mais pequena do mesmo problema!)

@ Caso contrario, temos trés operacbes possiveis:
» Substituir /, por /,. Gastamos 1 transformacdo e precisamos de saber
a distancia de edicdo entre a’ e b'.
» Apagar /,. Gastamos 1 transformag3o e precisamos de saber a
distancia de edic3o entre a’ e b.
» Inserir I, no final de a. Gastamos 1 transformag3o e precisamos de
saber a distancia de edic3o entre a e b'.
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Distancia de Edicao

2) Definir recursivamente a solucdo 6ptima J

@ |a| e |b| - tamanho (comprimento) das palavras a e b
@ ali] e b[i] - letra na posigdo i das palavras a e b

@ de(i,j) - distdncia de edi¢do entre as palavras formadas pelas
primeiras i letras de a e as primeiras j letras de b

Solucdo recursiva para Distancia de Edicao
de(i,0) =i, para 0 < j < |a|
de(0,j) = j, para 0 < j < |b|

de(i,j) = minimo(de(i — 1, — 1) + {0 se a[i] = b[j], 1 se a[i] # b[j]},
de(i-1, j) + 1,
de(i, j-1) + 1)
paral <i<|alel<j<]|b|
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Distancia de Edicao

3) Calcular as solu¢des de todos os subproblemas:
"de tras para a frente”

Distancia de Edicao (solucdo polinomial)
Calcular():

Para i <— 0 até |a| fazer de[/][0] < i
Para j < 0 até |b| fazer de[0][j] + j

Para i < 1 até |a| fazer
Para j < 1 até |j| fazer
Se (a[i] = b[j]) entdo valor +- 0
Sendo valor 1
del[i][j] = minimo( de[i — 1][j — 1] + value,
de[i — 1][j] + 1,
de[i][j — 1] + 1)

v
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Distancia de Edicao

@ Vejamos a tabela para a distancia de edigcdo entre "gotas” e "afoga":

j 01 2 3 4 5
[ FOGA
OBk O 213|415 de(i,0) =i, para 0<i < |a|
G 513034 de(0,j) = j, para 0<j < |b]
2 K 212[3]4| Rl s?aj[ri]](ftigli,_i'sj;igi;b[jl},
3l 3/3(3|4 SEEE,‘}JBH;
4 W\ 414|143 para 1<i<|a| e 0<j< |b|
5 45|54

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP) Programac@o Dinamica 2022/2023 60



Distancia de Edicao

@ Se fosse preciso reconstruir a solucdo:

<« |nserir letra

t Apagar letra

\ Substituir letra

INEINNE NS >

4

DN W w|w | s HW -~

-
*s. Manter letra

-b—-»(.J

5 5|5
foga ==pafoga
gotas — gota__» goga gfoga=p afoga
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