Grafos - Introducao

Pedro Ribeiro

DCC/FCUP

2022/2023

KON

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP) Grafos - Introducdo 2022/2023



Conceito

Definicao de Grafo
Formalmente, um grafo é:
@ Um conjunto de nés/vértices (V).

@ Um conjunto de ligacdes/arestas/arcos (E), que consistem em pares
de vértices

e‘@ o V=11,23,4,56)
o E={(1,6),(1,3),(3,6),(3,4),(2,5)}
» @ :
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Para que servem os grafos?

@ Os grafos sdo Gbiquos na Ciéncia de Computadores e est3o presentes,
implicita ou explicitamente, em muitos algoritmos.
@ Podem ser usados para representar uma multiplicidade de coisas.

.
,IM;

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP) Grafos - Introducdo 2022/2023



Exemplos de Grafos

Redes com existéncia fisica

@ Redes de estradas
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Exemplos de Grafos
Redes com existéncia fisica

@ Redes de transportes piblicos (ex: metro, comboio)
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Exemplos de Grafos

Redes com existéncia fisica

@ Redes de energia eléctrica
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Source: POWERmap, ion of The McGraw-Hill Companies . TEEICO1
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Exemplos de Grafos
Redes com existéncia fisica

@ Redes de computadores
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Exemplos de Grafos
Redes Sociais

@ Facebook (outros ex: Twitter, e-emails, co-autoria de artigos, ...)

TouchGraph
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Exemplos de Grafos

Redes de Software

@ Depéndencia entre médulos (outros: estado, fluxo de informagio, ...)

HTTP:Client

Exporter strict

wamings:register

™

wamings
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Exemplos de Grafos
Redes Biolégicas

@ Rede metabdlica (outros exemplos: proteinas, transcrigdo, cerebrais,
cadeias alimentares, redes filogenéticas, ...)
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Exemplos de Grafos

Outros Grafos

@ Rede semantica (outros exemplos: links entre paginas, ...

Vertebra
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Terminologia

e Grafo dirigido/direcionado/digrafo - cada ligagdo tem um né de
partida (origem) e um né de chegada fim (ordem interessa!).
Normalmente nos desenhos usam-se setas para indicar a direcao

@ Grafo nao dirigido - n3o existe partida e chegada, apenas uma

ligacdo
(D (D
» o ® o
Grafo Dirigido Grafo Nao Dirigido
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Terminologia

e Grafo pesado - a cada ligagdo est4 associado um valor (pode ser uma
disténcia, um custo, ...)

o Grafo nao pesado - n3o existem valores associados a cada arco

Grafo Pesado Grafo Nao Pesado
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Terminologia

@ Grau de um né - nimero de ligacdes desse nd

@ Em grafos dirigidos pode distinguir-se entre grau de entrada e grau
de saida

(1) 1 tem grau 2
‘@ 2temgraul
e 3 tem grau 3
4temgraul

e ®/® 5temgraul

6 tem grau 2
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Terminologia

e N6 adjacente/vizinho: dois nés sdo adjacentes se tiverem uma
ligacdo entre si

@ Grafo trivial: grafo sem arestas e com um Unico né
@ Laco ou lacete (self-loop): ligagdo de um né a si préprio

o Grafo simples: n6 sem lacos e sem ligagcGes repetidas em E
(em DAA vamos usar (quase) sempre grafos simples)

o Multigrafo: grafo que permite ligagBes repetidas (mdaltiplas)

@ Grafo denso: com muitas ligacdes quando comparadas com o
méximo possivel de ligacdes - |E| da ordem de O(|V|?)

@ Grafo esparso: com poucas ligagdes quando comparadas com o
méximo possivel de ligacdes - |E| de ordem inferior a O(|V|?)
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Terminologia

@ Caminho: sequéncia alternada de nés e arestas, de tal modo que dois

nods sucessivos sdo ligados por uma aresta. Tipicamente em grafos
simples indicam-se s6 os noés para definir um caminho.

1-6—-2—14

@ Ciclo: caminho que comeca e termina no mesmo né
(ex: para o grafo de cima, 1 -6 — 4 — 3 — 1 é um ciclo)
o Grafo aciclico: grafo sem ciclos

Se quiseremos ser um pouco mais formais e exatos:
@ walk: o que atras definimos como caminho
@ path: walk sem nds repetidos (excepto potencialmente o 12 e o dltimo)
@ trail: walk sem arestas repetidas
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Terminologia

@ Tamanho de um caminho: niimero de arestas num caminho

@ Custo de um caminho: se for um grafo pesado podemos falar no

custo, que é a soma dos pesos das arestas

e Distancia: tamanho/custo do menor caminho entre dois nés

@ Diametro de um grafo: distdncia méxima entre dois nés de um grafo

1(2(3(4|5|6
1|1]0(2|1]2(3]1
2(2|0(2|1(1|1
3(1[2]0]1(3]2
4|12|1|]1]0]|2]|1
5|13|1|3|2|0]|2
6112|120

Diametro = 3 Distancias entre nés
Grafos - Introducio 2022/2023
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Terminologia

o Componente conexo: Subconjunto de nds onde existe pelo menos
um caminho entre cada um deles

@ Grafo conexo: Grafo com apenas um componente conexo (existe
caminho de todos para todos)

G
® O

Grafo com dois componentes conexos: {1,3,4,6} e {2,5}
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Terminologia

@ Subgrafo: subconjunto de nés e arestas entre eles
» Diz-se induzido se obrigatoriamente usarmos todas as arestas
existentes entre os nés do subgrafo

o Grafo completo: existem ligacdes entre todos os pares de nés
@ Clique: subgrafo (induzido) que é completo

@ Tridangulo: clique de 3 nds

Exemplo de subgrafos: {1,3}, {1,6,2}, {2,4,5,6}, etc
Exemplo de clique: {2,4,6} (é um tridngulo)
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Terminologia

@ Arvore: grafo simples, conexo e aciclico
(se tem n nds, entdo terd n — 1 arestas)

@ Floresta: conjunto de miultiplas arvores disconexas
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Representacao de Grafos

Como representar um grafo?

@ Matriz de Adjacéncias: matriz de |V/| x |V| onde a entrada (/,})
indica se existe uma ligag3o entre o n6 i e j (se for um grafo pesado
podemos indicar o peso)

o Lista de Adjacéncias: cada né guarda uma lista contendo os seus
vizinhos (se for grafo pesado temos de guardar pares (destino,peso))

1(2|3|4|5|6 1:3,6
i < X 2: 4,5 6
2 X | X | X 3:1,4
3|X X 4: 2, 3,6
4 X | X X| 5:2
5 X 6: 1,2 4
6 | X .X | XA _ Lista de
Matriz de Adjacéncias Adjacéncias
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Representacao de Grafos

Algumas Vantagens/Desvantagens:

o Matriz de Adjacéncias:

>

vV vy VvV VvYyy

Muito simples de implementar

Répida para ver se existe ligacdo entre dois nés - O(1)

Lenta para percorrer nés adjacentes - O(|V|)

Elevado desperdicio de meméria (em grafos esparsos) - O(|V|?)
Grafo pesado implica apenas armazenar peso na matriz
Adicionar/remover liga¢des é sé mudar célula da matriz - O(1)

o Lista de Adjacéncias:

>

>
>
>
>

Lenta para ver se existe ligacdo entre nés u e v - O(grau(u))
Répida para percorrer nés adjacentes - O(grau(u))

Meméria bem aproveitada - O(|V] + |E|)

Grafo pesado implica adicionar um campo a lista

Remover ligacdo (u, v) implica percorrer a lista - O(grau(u))
Nota: podemos usar por exemplo BSTs (set/map) para melhorar
eficiéncia da pesquisa/remo¢do para O(log grau(u))
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Exemplos de Grafos

Agiu ficam algum sites interessantes com grafos disponiveis:
@ Network Repository: http://networkrepository.com/
o Konect: http://konect.cc/

@ SNAP: https://snap.stanford.edu/data/

Data & Network Collections. Find and interactively VISUALIZE and EXPLORE hundreds of network data
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)
o
o

&R MISCELLANEOUS NETWORKS @ wes crashs
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99 CITATION NETWORKS % power NETWORKS @ pvnamiC NETWORKS

2 ecolocy NeTwORKS PROXIMITY NETWORKS 3G TEMPORAL REACHABILITY

-
$ Economic NETWORKS /5 GENERATED GRAPHS Tl eHosLIB
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Grafos Bipartidos

@ Um grafo bipartido é um grafo cujos nés podem ser divididos em
dois conjuntos disjuntos U e V tal que cada aresta liga um né de U a

um né em V
U \"
Projection U 0 Projection V

@ Muitas redes reais sao o resultado de projecoes
(ex: atores e filmes, doengas e genes)
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Outros tipos de Grafos: Multilayer / Multiplex

@ Os grafos podem ter varias camadas (/ayers)

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP)

Grafos -

Introdugao

a. Grain movement
network

b. Management
communication network

. Insect and fungus
movement network
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Outros tipos de Grafos: Redes Temporais

@ Os grafos podem mudar ao longo do tempo

Original graph An edge added A node remowved
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Redes Complexas (Network Science / Graph Mining)

A minha area de investigacao principal

Tese de Doutoramento (2011):
Efficient and Scalable Algorithms for Network Motifs Discovery

PublicacGes: http://www.dcc.fc.up.pt/~pribeiro/pubs_by_year.html
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Algoritmos

Alguns dos algoritmos que vamos dar em DAA
Pesquisas de um grafo:

e Em profundidade - DFS (O(|V/| + |E|) com lista de adjacéncias)
Alguns exemplos de aplicag3o:
» Descobrir componentes conexos / Flood-Fill
Descobrir ciclos
Ordenac3o topoldgica
Descobrir pontos de articulagdo e/ou pontes
Descobrir componentes fortemente conexos
Saber se um grafo é bipartido
Pesquisa exaustiva de caminhos

vy vV vy VY VY

e Em largura - BFS(O(|V| + |E|) com lista de adjacéncias)
Alguns exemplos de aplicacao:

» Muitas das aplicagbes de DFS
+
» Descobrir caminho minimo entre dois pontos (num grafo ndo pesado)
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Algoritmos

Alguns dos algoritmos que vamos dar em DAA

Pesquisas em profundidade e largura:

Depth-first search

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP) Grafos - Introducdo
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Algoritmos
Alguns dos algoritmos que vamos dar em DAA

Ponto de articulac3o:

Articulation Point
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Algoritmos

Alguns dos algoritmos que vamos dar em DAA

Componentes fortemente conexos:

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP) Grafos - Introducdo 2022/2023 31



Algoritmos

Alguns dos algoritmos que vamos dar em DAA

Caminhos minimos

@ Algoritmo de Dijkstra - Distancia de um né para todos os outros
(n3o funciona em grafos com pesos negativos)

» Um "mix" de greedy com programacdo dindmica
» Complexidade temporal: O(|E|log|V|) com uma fila de prioridade

@ Algoritmo de Bellman-Ford - Distancia de um né para todos os
outros (funciona em grafos com pesos negativos)

» Parecido com Dijkstra mas sempre com "relaxamento” de todas as
arestas
» Complexidade temporal: O(]E| x |V|) com conjuntos disjuntos

@ Algoritmo de Floyd-Warshall - Distancias entre todos os nés
» Usa ideias de programacio dindmica
» Complexidade temporal: O(|V?)
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Algoritmos

Alguns dos algoritmos que vamos dar em DAA

Caminho minimo entre dois pontos:

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP)
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Algoritmos

Alguns dos algoritmos que vamos dar em DAA

Arvores de Suporte de Custo Minimo

Uma arvore de suporte é um subgrafo conexo que é uma arvore e que
contém todos os vértices do grafo. Uma arvore minima de suporte é
uma arvore de suporte onde a soma dos pesos das arestas é minima.
@ Algoritmo de Prim
» Algoritmo greedy que adiciona um né de cada vez
» Complexidade temporal: O(|E|log|V|) com uma fila de prioridade
@ Algoritmo de Kruskal

» Algoritmo greedy que adiciona uma aresta de cada vez
» Complexidade temporal: O(|E|log|E|) com conjuntos disjuntos
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Algoritmos
Alguns dos algoritmos que vamos dar em DAA

Arvores de Suporte de Custo Minimo:
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Algoritmos

Alguns dos algoritmos que vamos dar em DAA

Fluxos maximos

Problema de optimizacdo que envolve descobrir fluxo maximo (n3o
excedendo capacidades das arestas) entre dois nds.
Exemplos de aplicacoes:

@ Bipartite matching

@ Minima cobertura de caminhos

@ Ndmero de caminhos sem nés e/ou arestas comuns

O algoritmo que vamos dar:

@ Algoritmo de Edmonds-Karp
Uma implementacdo do algoritmo de Ford-Fulkerson

> Ir descobrindo augmenting paths com sucessivas pesquisas em largura
» Complexidade temporal: O(|V| x |E|?)
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Algoritmos
Alguns dos algoritmos que vamos dar em DAA

Fluxo maximo:

A
/ \
212
X 11 » B 0/5 » C

—>E
£ 1/2

Figure 1a - Maximum Flow in a network
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