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O que é um algoritmo?

Um conjunto de instrucoes executaveis para resolver um problema
@ O problema é a motivacao para o algoritmo

@ As instrucoes tém de ser executaveis

o Geralmente existem varios algoritmos para um mesmo problema
[Como escolher?]
@ Representacao: descriciao das instrucoes suficiente para que a

audiéncia o entenda

DOCE DE IOGURTE
|O| Rende: 6 porcoes
@ Tempo de preparo: 15 min

Ingredientes: ¥

»2 caixas de gelatina sabor uva

»2 copos de iogurte natural

Modo de fazer:

+Prepare a gelatina de acordo com as @

instrucdes da embalagem e leve a gela- ; ﬁj
hﬁ
S

deira por 2 horas, ou até endurecer li-

geiramente.
+Transfira para o liggidificador, junte o
iogurte e bata, até obter uma mistura

homogénea. Coloque em tagas indivi-

duais e leve a geladeira por mais 1 hora H
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O que é um algoritmo?

Versao " Ciéncia de Computadores”

@ Os algoritmos sdo as ideias por detrds dos programas
S3o independentes da linguagem de programacdo, da maquina,

@ Um algoritmo serve para resolver um problema
@ Um problema é caracterizado pela descricdo do input e output

Um exemplo cléssico:

Problema de Ordenacao

Input: uma sequéncia (a1, a2,...,a,) de n numeros
Output: uma permutacao dos nimeros (al, a2, ...,a > tal que
a/1 < a/2 <...< a

Exemplo para Problema de Ordenacao

Input: 637924
Output: 234679
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O que é um algoritmo

@ Os métodos das estruturas de dados que temos implementado
também s3o (pequenos) algoritmos. Exemplos:
» addFirst, addLast, removeFirst e removelast nas listas ligadas
contains, add e remove no TAD Conjunto
push e pop no TAD Pilha
enqueue e dequeue no TAD Fila
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@ Outros algoritmos podem usar as estruturas de dados como " legos
basicos”. Exemplos:
» O algoritmo de escalonamento round-robin de processos usa uma pilha
» O algoritmo para verificar se uma expressdo tem os parenteses bem
balanceados usa uma pilha
» Um algoritmo para simular o atendimento em balcdes de um banco, de
um aeroporto ou de uma loja do cidaddo usa uma fila
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Propriedades desejadas num algoritmo

Correcao
Tem de resolver correctamente todas as instancias do problema J
Eficiéncia
Performance (tempo e memdria) tem de ser adequada J

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP) Nocoes de Complexidade Algoritmica 2021/2022



Correcao de um algoritmo

@ Instancia: Exemplo concreto de input valido

@ Um algoritmo correto resolve todas as instancias possiveis
Exemplos para ordenacdo: nimeros ja ordenados, repetidos, ...

@ Nem sempre é facil provar a correcdo de um algoritmo e muito menos
é 6bvio se um algoritmo estd correcto
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Correcao de um algoritmo

Um problema exemplo

Problema do Caixeiro Viajante (Euclidean TSP)

Input: um conjunto S de n pontos no plano
Output: Um caminho que comeca num ponto, visita todos os outros
pontos de S, e regressa ao ponto inicial.

Um exemplo:
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Correcao de um algoritmo

Um problema exemplo - Caixeiro Viajante

Um 12 possivel algoritmo (vizinho mais préximo)
p1 < ponto inicial escolhido aleatoriamente
i1
Enquanto (existirem pontos por visitar) fazer
i—i+1
pi < vizinho n3o visitado mais préximo de p;_1
retorna caminho p1 — pp — ... = p, — p1
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Correcao de um algoritmo

Um problema exemplo - Caixeiro Viajante - vizinho mais préximo

Parece funcionar...
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Correcao de um algoritmo

Um problema exemplo - Caixeiro Viajante - vizinho mais préximo

Mas n3o funciona para todas as instancias!
(Nota: comegar pelo ponto mais a esquerda n3o resolveria o problema)
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Correcao de um algoritmo

Um problema exemplo - Caixeiro Viajante

Um 22 possivel algoritmo (par mais préximo)
Para j «+ 1 até (n — 1) fazer
Adiciona ligacdo ao par de pontos mais préximo tal que os pontos
estdo em componentes conexas (cadeias de pontos) diferentes
Adiciona ligacdo entre dois pontos dos extremos da cadeia ligada
retorna o ciclo que formou com os pontos
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Correcao de um algoritmo

Um problema exemplo - Caixeiro Viajante - par mais préximo

Também n3o funciona para todas as instancias!
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Correcao de um algoritmo

Um problema exemplo - Caixeiro Viajante

Como resolver ent3o o problema?

Um 32 possivel algoritmo (pesquisa exaustiva aka forgca bruta)

Ppin < uma qualquer permutacdo dos pontos de S
Para P; < cada uma das permutac¢des de pontos de S
Se (custo(P;) < custo(Ppmin)) Entao
Pmin — Pi
retorna Caminho formado por P,

O algoritmo é correto, mas extremamente lento!
e PlnN)=nl=nx(n—-1)x...x1
@ Por exemplo, P(20) = 2,432,902,008, 176,640, 000

@ Para uma instancia de tamanho 20, o computador mais rapido do
mundo n3o resolvia (quanto tempo demoraria?)!
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Correcao de um algoritmo

Um problema exemplo - Caixeiro Viajante

@ O problema apresentado é uma vers3o restrita (euclideana) de um dos
problemas mais " cldssicos”, o Travelling Salesman Problem (TSP)

Este problema tem inimeras aplicagdes (mesmo na forma "pura")
Ex: andlise gendmica, producdo industrial, routing de veiculos, ...

@ Nao é conhecida nenhuma solucao eficiente para este problema
(que dé resultados 6timos, e ndo apenas "aproximados”)

@ A solugdo apresentada tem complexidade temporal O(n!)
O algoritmo de Held-Karp tem complexidade O(2"n?)
(iremos falar deste tipo de andlise nas préximas aulas)

O TSP pertence a classe dos problemas NP-hard
A vers3o de decisdo pertence a classes dos problemas NP-completos
(vao falar disto noutras UCs)
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Eficiéncia de um algoritmo

Uma experiéncia - instrugoes

@ Quantas instrucdes "simples” faz um computador actual por segundo?
(apenas uma aproximagdo, uma ordem de grandeza)

No meu portatil umas 10% instrucdes

@ A esta velocidade quanto tempo demorariam as
seguintes quantidades de instrucdes?

Quant. 100 1000 10000
N < 0.01s < 0.01s < 0.01s
N2 < 0.01s < 0.01s 0.1s
N3 < 0.01s 1.00s 16 min
N* 0.1s 16 min 115 dias
2N 103 anos | 10%%* anos | 10%°3 anos
n! 104! anos | 10%%%! anos | 103%042 anos
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Eficiéncia de um algoritmo

Uma experiéncia - permutacoes

@ Voltemos a ideia das permutacoes

Exemplo: as 6 permutacdes de {1,2,3}
123
132
213
231
312
321 )

@ Recorda que o niimero de permutacdes pode ser calculado como:
P(n)=nl=nx(n—1)x...x1
(consegues perceber a férmula?)
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Eficiéncia de um algoritmo

Uma experiéncia - permutacoes

@ Quanto tempo demora um programa que passa por todas as
permutacdes de n ndmeros?
(os seguintes tempos sdo aproximados, no meu portatil)
(o que quero mostrar é a taxa de crescimento)

n<7: <0.001s

n =8: 0.001s

n=29: 0.016s

n=10: 0.185s Quantas permutacdes por segundo?
n=11: 2.204s Cerca de 107

n=12: 28.460s

n = 20: 5000 anos !
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Eficiéncia de um algoritmo

Sobre a rapidez do computador

@ Um computador mais rapido adiantava alguma coisa? Nao!
Se n =20 — 5000 anos, hipoteticamente:

10x mais rapido ainda demoraria 500 anos

» 5,000x mais rapido ainda demoraria 1 ano

1,000,000x mais rapido demoraria quase dois dias mas

n =21 ja demoraria mais de um més

n = 22 ja demoraria mais de dois anos!

A taxa de crescimento do algoritmo é muito importante!

\4
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Algoritmo vs Rapidez do computador

Um algoritmo melhor num computador mais lento ganhara sempre a um
algoritmo pior num computador mais rapido, para instancias
suficientemente grandes
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Eficiéncia de um algoritmo

Perguntas

o Como conseguir prever o tempo que um algoritmo demora?

o Como conseguir comparar dois algoritmos diferentes?

@ Vamos ver uma metodologia para conseguir responder

@ Vamos focar a nossa atencdo no tempo de execucao
Podiamos por exemplo querer medir o espago (memdria)

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP) Nocoes de Complexidade Algoritmica 2021/2022



Random Access Machine (RAM)

@ Precisamos de um modelo que seja genérico e independente da
maquina/linguagem usada.

@ Vamos considerar uma Random Access Machine (RAM)

» Cada operacdo simples (ex: +, —, <, If) demora 1 passo
» Ciclos e procedimentos, por exemplo, ndo s3o instrucdes simples!
» Cada acesso a memodria custa também 1 passo

@ Medir tempo de execucdo... contando o niimero de passos
consoante o tamanho do input: T(n)
(n é o tamanho do input)

@ As operacgdes estdo simplificadas, mas mesmo assim isto é atil

Ex: somar dois inteiros ndo custa o mesmo que dividir dois reais, mas
veremos que esses valores, numa vis3o global, ndo sdo importantes.

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP) Nocoes de Complexidade Algoritmica 2021/2022 20 /64



Random Access Machine (RAM)

Um exemplo de contagem

Exemplo com um pequeno programa:

int count = 0;
for (int 1=0; i<n; i++)
if (v[i] == 0) count++;

Vamos contar o nimero de operagdes simples:
Declaracoes de variaveis 2
Atribuicoes: 2
Comparagdo "menor que”: | n+ 1
Comparacdo "igual a": n
Acesso a um array: n
Incremento: entre n e 2n (depende dos zeros)
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Random Access Machine (RAM)

Um exemplo de contagem

Exemplo com um pequeno programa:

int count = 0;
for (int i=0; i<n; i++)
if (v[i] == 0) count++;

Total de operacdes no pior caso:
T(n)=2+2+4(n+1)4+n+n+2n=5+5n

Total de operacdes no melhor caso:
T(n)=2+24+(n+1)4+n+n+n=5+4n
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Tipos de Analises de um Algoritmo

Anilise do Pior Caso: (o mais usual)

@ T(n) = méaximo tempo do algoritmo para um qualquer input de
tamanho n

Anélise Caso Médio: (por vezes)

@ T(n) = tempo médio do algoritmo para todos os inputs de tamanho n
@ Implica conhecer a distribuicdo estatistica dos inputs

Aniélise do Melhor Caso: (”enganador”)

@ Fazer "batota” com um algoritmo que é rapido para alguns inputs
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Tipos de Analises de um Algorit

Number
of Steps Worst Case

Average Case

— o+ - Best Case

Problem Size
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Precisamos de ferramenta matematica para comparar funcdes

Na andlise de algoritmos usa-se a Analise Assintética
@ "Matematicamente”: estudo dos comportamento dos limites

o CC: estudo do comportamento para input arbitrariamente grande
ou
"descricio” da taxa de crescimento

@ Usa-se uma notacao especifica: 0,9, © (e também o,w)

@ Permite "simplificar” expressées como a anteriormente mostrada
focando apenas nas ordens de grandeza
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Notacao

Definicoes

f(n) € O(g(n)) (majorante)

Significa que ¢ x g(n) é um limite superior de f(n) (2 partir de um dado n)

f(n) c Q(g(n)) (minorante)

Significa que ¢ x g(n) é um limite inferior de f(n) (a partir de um dado n)

f(n) S @(g(n)) (limite " apertado” - majorante e minorante)

Significa que ¢; x g(n) é um limite inferior de f(n) e ¢, x g(n) é um
limite superior de f(n) (2 partir de um dado n)

Onde ¢, c1 e ¢ s3o constantes
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Notacao

Uma ilustracao

cag(n) ce(n)
fom) o
Clg(")
n n: n ni n
n
" S = Ogn) ") = Og(n)) " fn) = Qgn)

As definicdes implicam um n a partir do qual a fungcdo é majorada e/ou
minorada. Valores pequenos de n "n3o importam” .

Nota: Alguma bibliografia usa = em vez de €
Exemplo: f(n) = O(g(n)) é o mesmo que f(n) € O(g(n))
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Crescimento Assintotico

Desenhando fungées com gnuplot

Um programa util para desenhar graficos de funcdes é o gnuplot.

(comparando 2n® com 100n?)

gnuplot> plot [1:70] 2%x**3, 100*x**2

gnuplot> set logscale xy 10

gnuplo

700000

600000

500000

400000

300000

200000

100000

0
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Notacao

Formalizacao:

e f(n) € O(g(n)) se existem constantes positivas ng e ¢ tal que
f(n) < c x g(n) para todo o n> ng

o f(n) € Q(g(n)) se existem constantes positivas ng e ¢ tal que
f(n) > ¢ x g(n) para todo o n > ng

e f(n) € ©(g(n)) se existem constantes positivas ng, c1 e ¢ tal que
c1 x g(n) < f(n) < ¢ x g(n) para todoo n> ng

Algumas Consequéncias:
o f(n) € ©(g(n)) «— f(n) € O(g(n)) e f(n) € Qg(n))
o f(n) € ©(g(n)) «— g(n) € ©(f(n))
o f(n) € O(g(n)) «— g(n) € Q(f(n))
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Notacao: uma analogia

Para ser mais facil " relembrar”, fica aqui uma analogia para se recordarem.
Comparacao entre duas fungdes f e g, e entre dois niimeros a e b:

f(n) € O(g(n)) écomo a<b | limite superior | pelo menos tio bom como
f(n) S Q(g(n)) é como a> b | limite inferior pelo menos tdo mau como
f(n) € ©(g(n)) écomo a=b | "iguais’ t3o bom (ou mau) como
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Notacao: Algumas regras praticas

@ Multiplicacao por uma constante nio altera o comportamento:
O(c x f(n)) € ©(f(n))
99 x n% € ©(n?)

@ Num polindmio ayn* + ay_1n*" L + ...+ an’ + ain+ ao)
podemos focar-nos na parcela com o maior expoente:
3n3 —5n2 + 100 € O(n%)
6n* — 202 € ©(n*)
0.8n 4 224 € ©(n)

@ Numa soma/subtracgdo podemos focar-nos na parcela dominante:
2" +6n € ©(2")
n! —3n? € O(n!)
nlogn + 3n2 € ©(n?)
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Crescimento Assintotico

Quando é que uma func3o € melhor que outra?
@ Se queremos minimizar o tempo (ou espa¢o), fun¢des " mais

pequenas” sao melhores
@ Uma funcdo domina outra se a medida que n cresce ela fica

"infinitamente maior”
@ Matematicamente: f(n) > g(n) se lim,_oc g(n)/f(n) =0

Relacoes de Dominio

l<logn< n<nlogn< n’ < n® <« 2"< nl

O(log n)

Time

Input (number)
2021/2022
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Crescimento Assintotico

Funcoes Usuais

Funcao Nome Exemplos

1 constante | somar dois nimeros
log n logaritmica | pesquisa binaria, inserir elemento numa heap

n linear 1 ciclo para encontrar o maximo

nlogn | linearitmica | ordenagdo (ex: mergesort, heapsort)
n? quadrética | 2 ciclos (ex: verificar pares, bubblesort)
n3 cubica 3 ciclos (ex: Floyd-Warshall)
2" exponencial | pesquisa exaustiva (ex: subconjuntos)
n! factorial todas as permutacgdes

n na base — funcdo polinomial
n no expoente — funcdo exponencial
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Crescimento Assintotico

Uma visao pratica

Se uma operagdo demorar 102 segundos

log n n| nlogn n’ n’ P2 nl
10 <0.0ls | <0.0ls | < 0.0Ls < 0.01s < 0.01s < 0.01s < 0.01s
20 <0.01s | <0.01s < 0.01s < 0.01s < 0.01s <o0.01s | 77 anos
30 <0.01s | <o0.01s < 0.01s < 0.01s < 0.01s 1.07s
40 <0.01s | <o0.01s < 0.01s < 0.01s <o0.01s | 18.3 min
50 <0.01s | <o0.01s < 0.01s < 0.01s < 0.01s 13 dias
100 | <o.01s | <o0.01s < 0.01s < 0.01s <o0.0ts | 1083anos
103 | <o.01s | <o0.01s < 0.01s < 0.01s 1s
10* | <o.01s | <o0.01s < 0.01s 0.1s | 16.7 min
10° | <o0.01s | <o.01s < 0.01s 10s 11 dias
10° | <0015 | <0015 | 0.025 | 16.7 min | 31 anos
107 | <o.01s | 0.01s | 0.23s | 1.16 dias
108 | <o0o01s | 0.1s | 2.66s | 115 dias
10° | <o.01s 1s | 29.9s | 31 anos
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Previsao do tempo de execucao

Pré-requisitos:
@ Uma implementa¢do com complexidade (n)
@ Um caso de teste (pequeno) com input de tamanho n;
@ O tempo que o programa demora nesse input: tempo(n)

Agora queremos estimar quanto tempo demora para um input (parecido)
de tamanho n,. Como fazer?

Estimando o tempo de execucao

f(n2)/f(n1) é a taxa de crescimento da fun¢3o (de ny para my)

tempo(n2) = f(n2)/f(n1) x tempo(ny)
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Previsao do tempo de execucao

Um exemplo:

@ Tenho um programa de complexidade ©(n?) que demora 1 segundo
para um input de tamanho 5,000. Quanto tempo estimo que demore
para um input de tamanho 10,0007

f(n) = n?

ny = 5,000
tempo(n) =1
no = 10,000

tempo(np) = f(np)/f(nl) x tempo(ny) =
= 10,0007 /5,000% x 1 = 4 segundos
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Previsao do tempo de execucao

Sobre a taxa de crescimento

Vejamos o que acontece quando se duplica o tamanho do input para
algumas das fung¢des habituais (independentemente da maquinal):

tempo(2n) = f(2n)/f(n) x tempo(n)

@ n:2n/n=2. 0O tempo duplica!
e n2:(2n)%/n?> = 4n?/n?® = 4. O tempo aumenta 4x!
e n3:(2n)3/n® =8n3/n® =8. O tempo aumenta 8x!

@ 2n:22n/on — 22n=n — 21 () tempo aumenta 2" vezes!
Exemplo: Se n =5, o tempo para n = 10 vai ser 32x mais!
Exemplo: Se n =10, o tempo para n = 20 vai ser 1024x mais!

@ logy(n) : logy(2n)/ logy(n). Aumenta ||00gg22((2n")) vezes!

Exemplo: Se n =5, o tempo para n = 10 vai ser 1.43x mais!
Exemplo: Se n =10, o tempo para n = 20 vai ser 1.3x mais!

2021/2022

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP) Nocoes de Complexidade Algoritmica



Crescimento Assintotico

Fungdes menos usuais - Exemplos com gnuplot

@ Qual cresce mais rapido: /n ou log, n?
gnuplot> plot [1:60] sqrt(x), log(x)/log(2)
\/n cresce mais rapido, logo é pior, ou seja, log,(n) € O(y/n)

@ Qual cresce mais rapido: log, n ou logz n?

gnuplot> plot [1:100] log(x)/log(2), log(x)/log(3),
2*1og(x)/1og(3)

crescem ao "mesmo” ritmo, ou seja, log, n € ©(logs n)
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Analise Assintotica

Mais alguns exemplos

@ Um programa tem dois pedac¢os de cédigo A e B, executados um a
seguir ao outro, sendo que A corre em ©(nlogn) e B em O(n?).
O programa corre em ©(n?), porque n?> > nlogn

@ Um programa chama n vezes uma fungdo ©(log n), e de seguida volta
a chamar novamente n vezes outra fungdo ©(log n)
O programa corre em ©(nlog n)

@ Um programa tem 5 ciclos, chamados sequencialmente, cada um
deles com complexidade ©(n)
O programa corre em ©(n)

@ Um programa P; tem tempo de execu¢ao proporcional a
100 x nlog n. Um outro programa P, tem 2 x n?.
Qual é o programa mais eficiente?
P; ¢ mais eficiente porque n? > nlog n. No entanto, para um n
pequeno, P> é mais rapido e pode fazer sentido ter um programa que
chama P; ou P, consoante o n.

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP) Nocoes de Complexidade Algoritmica 2021/2022 39/64



Analisando complexidade de programas

Alguns exemplos com as estruturas de dados que analisamos

@ singlyLinkedList<T> (tem atributos first e size)
> size(Q): @(1)

isEmpty(): @(1)

getFirst(): @(1)

removeFirst(): @(1)

getLast(): ©(n)

removeLast(): e(n)

vV vy VY VvYYy

As complexidades s3o as mesmas para CircularLinkedList € DoublyLinkedList
com excepcéo do getLast() € removeLast()
@ CircularLinkedList: (tem atributos /ast e size)
> getlLast(): @(1)
» removelLast(): @(n)
@ DoublyLinkedList: (nds tém prev e next)
> getLast(): @(1)
> removelLast(): @(1)
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Analisando complexidade de programas

Vamos agora ver um pouco de como calcular a complexidade de pedacos
de cédigo em concreto.

@ Caso 1 Ciclos (e somatdrios)

e Caso 2 Fungdes Recursivas (e recorréncias)
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Ciclos e Somatorios

int count = 0;
for (int 1i=0; i<1000; i++)
for (int j=i; j<1000; j++)
count++;
System.out.println(count);

(a complexidade temporal é proporcional ao valor de count no final)

O que escreve o programa?

1000 +999 998 +997 +..... +2+1

Pedro Ribeiro (DCC/FCUP) Nocoes de Complexidade Algoritmica 2021/2022 42 /64



Ciclos e Somatorios

Progressao aritmética: é uma sequéncia numérica em que cada termo, a
partir do segundo, é igual a soma do termo anterior com uma constante r
(a razdo dessa sequéncia numérica). Ao primeiro termo chamaremos x;.

@ 1.2345 .....(r=1x=1)

@ 357911,.....(r=2,x =23)
Como fazer um somatério de uma progressdo aritmética?
1424+34+44+54+6+4+7+8=(1+8)+(2+7)+(3+6)+(4+5)=4x9

Somatdério de x, a xp

S(a,b) = 32 x; = (=rlxtetn)

i=a

Somatadrio dos primeiros n termos

nX(x1+x
n—le——")
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Ciclos e Somatorios

int count = 0;
for (int 1i=0; i<1000; i++)
for (int j=i; j<1000; j++)
count++;
System.out.println(count);

O que escreve o programa?
1000 +999 4998 +997 +..... +2+1

Escreve Sig00 = w = 500500
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Ciclos e Somatoério

int count = 0;
for (int 1=0; i<n; i++)
for (int j=i; j<n; j++)
count++;
System.out.println(count);

Qual o tempo de execucdo?

Vai fazer S, passos:
n

x (14 2
Sn=> ai=" (2 ")Z”E” =3 +3n.
i=1

O programa faz ©(n?) passos

45 /64
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Ciclos e Somatorios

Quem quiser saber mais sobre somatérios interessantes para CC, pode
espreitar o Appendix A do Introduction to Algorithms.

Notem que c ciclos ndo implicam ©(n°)!

for (int i=0; i<n; i++)
for (int j=1; j<5; j++)

O(n)

for (int i=1; i<=n; i++)
for (int j=1; j<=i*i; j++)

= n(n+1)(2n+1
@(n3) (12+22+32+...+n22212:%

i = n;
while (i>0) i = i/2;

O(log(n)) (de cada vez i fica reduzido a metade)
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Dividir para Conquistar

Muitos algoritmos podem ser expressos de forma recursiva,

Varios destes algoritmos seguem o paradigma de dividir para conquistar:

Dividir para Conquistar
Dividir o problema num conjunto de subproblemas que s3o instancias mais
pequenas do mesmo problema

Conquistar os subproblemas resolvendo-os recursivamente. Se o problema
for suficientemente pequeno, resolvé-lo diretamente

Combinar as solucdes dos problemas mais pequenos numa solucdo para o
problema original
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Dividir para Conquistar

Alguns Exemplos - MergeSort

Algoritmo MergeSort para ordenar um array de tamanho n
MergeSort
Dividir: partir o array inicial em 2 arrays com metade do tamanho inicial

Conquistar: ordenar recursivamente as 2 metades. Se o problema for
ordenar um array de apenas 1 elemento, basta devolvé-lo.

Combinar: fazer uma jungdo (merge) das duas metades ordenadas para
um array final ordenado.
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Dividir para Conquistar

Alguns Exemplos - MergeSort

O que acontece do ponto de vista da primeira chamada a fun¢3o recursiva:
|

51(13| 7 (20,18 3 (45|36

51|13| 7 |20 18| 3 |45|36

A J A J
MergeSort (recursivamente) MergeSort (recursivamente]

A 4 \ 4
7 |13(20|51 3 |18|36|45

Merge
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Dividir para Conquistar
Alguns Exemplos - MergeSort

Dividir:

51(13( 7 |20{18| 3 (45|36

51(13; 7 |20 18| 3 |45(36

5113 7 {20 18} 3 4536

51 |13 7 20( |18 3 45( |36
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Dividir para Conquistar
Alguns Exemplos - MergeSort

Conquistar:

51 13 7 20| |18 3 45| |36
13|51 7 |20 3 |18 36|45
MERGE MERG
7 (13|20|51 3 |18|36|45

MERGE
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Dividir para Conquistar

Alguns Exemplos - MergeSort

Qual o tempo de execugao deste algoritmo?

@ D(n) - Tempo para partir um array de tamanho n em 2
@ M(n) - Tempo para fazer um merge de 2 arrays de tamanho n/2

@ T(n) - Tempo total para um MergeSort de um array de tamanho n

Para simplificar vamos assumir que n é uma poténcia de 2.
(as contas sdo muito parecidas nos outros casos)

[ e@) sen=1
T(n) = { D(n)+2T(n/2) + M(n)  sen>1
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Dividir para Conquistar

Alguns Exemplos - MergeSort

D(n) - Tempo para partir um array de tamanho n em 2

|51|13| 7 |20|18| 3 |45|36|

|51|13|7|20| |18|3|45|36|

N3o preciso de criar uma cépia do array!

Usemos uma funcdo com 2 argumentos:
mergesort(a,b): (ordenar desde a posicdo a até posicdo b)

No inicio, mergesort(®, n-1) (com arrays comegados em 0)

Seja m = |(a+ b)/2]| a posi¢do do meio.
Chamadas a mergesort(a,m) e mergesort(m+1,b)

Sé preciso de fazer uma conta (soma + divis3o)
Consigo fazer divisdo em ©(1) (tempo constante!)
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Dividir para Conquistar

Alguns Exemplos - MergeSort

M(n) - Tempo para fazer um merge de 2 arrays de tamanho n/2

7 |13|{20|51 3 (18|36|45

MERGE

Em tempo constante n3o é possivel. E em tempo linear?
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Dividir para Conquistar
Alguns Exemplos - MergeSort

M(n) - Tempo para fazer um merge de 2 arrays de tamanho n/2

[7[2s[z0]s1] [sfasfsefas] | | | [ | [ | [ |
[7[23[z0]s1] [s]asfsefas] [s] | [ | [ | [ |
[72s[z0]s2] [s]as|sefas] [s]7] [ | [ | [ |
[7[23[z0]s1] [3]as|sefas] [s]7]ss] | [ | [ |
mER

|7|13|20|51| |3|18|36|45| |3|7|13|18|20|35|45|51|

No final fiz n comparagdes + n cépias. Gasto ©(n) (tempo linear!)
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Dividir para Conquistar

Alguns Exemplos - MergeSort

Qual é ent3o o tempo de execucao do MergeSort?

Para simplificar vamos assumir que n é uma poténcia de 2.
(as contas sdo muito parecidas nos outros casos)

[ e@) sen=1
T(n) = { 2T(n/2)4+©(n) sen>1

Como resolver esta recorréncia?
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Dividir para Conquistar
Alguns Exemplos - MergeSort

Vamos desenhar a arvore de recorréncia:
l1xn=0(n) 4

/\\‘ ............................................

T(n/2) T(n/2) 2xn/2 =0(n)

SN e 1+l0g(n)
©(log n)

T(n/4) T(n/4) T(n/4) T(n/4) 4 xn/4=0(n)

J: . . :\

T(1) T(1) T(1) ... T(1) T(1) T(1) nx1=06(n) ¥

O total é o somatdrio disto tudo: MergeSort é O(nlogn) !
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Dividir para Conquistar

Alguns Exemplos - MaximoD&C

Nem sempre um algoritmo recursivo tem complexidade linearitmica!

Vamos ver um outro exemplo. Imagine que tem um array de n elementos e
quer descobrir o maximo.

Uma simples pesquisa linear chegava, mas vamos desenhar um algoritmo
seguindo as ideias do dividir para conquistar.

Descobrir o maximo
Dividir: partir o array inicial em 2 arrays com metade do tamanho inicial

Congquistar: calcular recursivamente o maximo de cada uma das metades

Combinar: comparar o maximo de cada uma das metades e ficar com o
maior deles )
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Dividir para Conquistar

Alguns Exemplos - MaximoD&C

Qual o tempo de execucao deste algoritmo?

Para simplificar vamos assumir que n é uma poténcia de 2.
(as contas sdo muito parecidas nos outros casos)

[ e@) sen=1
T(n) = { 2T(n/2)+©(1) sen>1

O que tem esta recorréncia de diferente da do MergeSort?
Como a resolver?
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Dividir para Conquistar
Alguns Exemplos - MaximoD&C

T(n/2) T(n/2) 2

T(nM] T(nM] n,!-!ﬂ Tnm] 4

T(1) T(1) T(1) ... T(1) T(1) T(1) n
logy(n)

No total gasta 1+2+4+4+...+n= >, 2

k=1
O que domina a soma? Note que 2k =1+ > 2.
i=0
O dltimo nivel domina o peso da arvore e logo, o algoritmo é ©(n) !
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Recursoes

Complexidade

Nem todas as recorréncias de um algoritmo de dividir para conquistar
dao origem a complexidades logaritmicas ou linearitmicas.

Na realidade, temos tipicamente trés tipos de casos:

@ O tempo ¢ repartido de maneira mais ou menos uniforme por todos
os niveis da recursdo (ex: mergesort)

@ O tempo é dominado pelo ultimo nivel da recursdo (ex: maximo)

@ O tempo é dominado pelo primeiro nivel da recursio
(ex: multiplicagdo de matrizes "naive")

| T ]

(para saber mais podem espreitar o Master Theorem)
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Recorréncias

Notacao

E usual assumir que T(1) = ©(1). Nesses casos podemos escrever apenas
a parte de T(n) para descrever uma recorréncia.

e MergeSort: T(n) =2T(n/2)+ ©(n)

e MaximoD&C: T(n) =2T(n/2) + O(1)
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Diminuir e Conquistar

Algumas recorréncias

Por vezes temos um algoritmo que reduz um problema a um dnico
subproblema.

Nesses casos podemos dizer que usamos diminuir e conquistar
(decrease and conquer).

@ Pesquisa Binaria:
Num array ordenado de tamanho n, comparar com o elemento do
meio e procurar na metade correspondente
T(n)=T(n/2)+ O(1) [O(logn)]

@ Maximo com "tail recursion”: Num array de tamanho n,
recursivamente descobrir o maximo do array excepto o primeiro
elemento e depois comparar com o primeiro elemento.
T(n)=T(n-1)+0(1) [©(n)]
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